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第1章 序論

1.1 研究の背景
水素分子イオンの時間に依存するシュレーディンガー方程式は解析的に解けないことが知られ

ている. しかし, 計算機を用いることで, 数値的に計算することは可能である.

高強度レーザー場中の水素分子H2は, トンネルイオン化が起こり電子が 1つ失われ, 水素分子
イオンH+

2 になる. その後, 水素分子イオンH+
2 は励起されて, 水素原子H と陽子H+に解離す

る. 解離する際, 水素分子イオンH+
2 中に残った 1つの電子は, どちらの原子核を選択して局在化

するのかという問題がある. この問題は与えるレーザーの種類によって変化すると考えられてい
る. これを解離の異方性と呼ぶ. 解離の異方性は, イオン化時刻と解離エネルギーに依存すること
が先行研究で明らかになっている. この解離の異方性を, 水素分子イオンH+

2 についての時間に依
存するシュレーディンガー方程式を立式し, split-operator methodを用いて計算することで, 究明
しようと考えた.

1.2 研究の目的
水素分子イオンについての時間に依存するシュレーディンガー方程式を split-operator method

を用いて数値的に解くことによって解離過程を調べる. そして, 対称単色直線偏光レーザーと非対
称 2色直線偏光レーザーの場合について, 解離の異方性の解離エネルギー依存性を確認することを
目的とする.
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第2章 原理

2.1 水素分子のイオン化, 解離経路と電子の局在化
超短レーザーパルスを用いて水素分子H2を励起させ, 電子を放出させることができる. その後,

励起させた分子を高強度レーザーを用いて, 駆動して水素分子イオンH+
2 を水素原子Hと陽子H+

に解離させることができる. その際に, イオンの解離には 2つのポテンシャル曲線の影響が考え
られる. それは, 1sσg 曲線と 2pσu曲線である. 核の波束は, 1sσg 曲線上と 2pσu曲線上を伝播し,

H+
2 → H +H+に解離することが知られている. その際に, 2つの核をそれぞれ左, 右と名前をつ
けると, 電子は左右どちらの原子核を選択して局在化するかという問題がある. 照射するレーザー
を変えることによって, その選択が異なることが知られており, 先行研究によってイオン化時刻 ti

と解離エネルギーEに依存することが明らかになった.

2.2 水素分子イオンH+
2 のシュレーディンガー方程式

核間距離Rの水素分子イオンの核の波動関数は以下のように書ける.

Ψ(R, t) =

N∑
i=0

aie
−iωitψi(R) (2.1)

核の波束は 1sσg 曲線上と 2pσu曲線上を伝播するため, 2つの状態の波動関数として,

|Ψ(R, t)⟩ =

∣∣∣∣∣ψg(R, t)

ψu(R, t)

〉
(2.2)

と表すと, 時間に依存するシュレーディンガー方程式は原子単位系で,

i
d

dt

∣∣∣∣∣ψg

ψu

〉
= (T̂ + V̂ + Ĥc)

∣∣∣∣∣ψg

ψu

〉
(2.3)

と書ける. 原子核の質量をそれぞれ, M1, M2とすると換算質量 µは,

µ =
M1M2

M1 +M2
(2.4)

である. したがって, 運動エネルギー T は,

T̂ =
p2

2µ
(2.5)

となる. また, ポテンシャルエネルギー V̂ は,

V̂ (R) =

(
Vg(R) 0

0 Vu(R)

)
(2.6)
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と表わせる. 1sσg曲線と 2pσu間の高強度レーザー場によって励起された双極子の相互作用は結合
に関係する演算子の非対角成分に現れるので,

Ĥc =

(
0 D(R)F (t)

D(R)F (t) 0

)
(2.7)

と書ける. また,

D(R) = ⟨ψu |z|ψg⟩ (2.8)

である. また, 1sσg状態と 2pσu状態で, 時間に依存しないシュレーディンガー方程式がエネルギー
固有値 Eを持つ ψg(R), ψu(R)の写像を, ϕg(E), ϕu(E)と書くと, 時間 t → ∞にて, 1sσg 状態と
2pσu状態で解離する場合の遷移振幅Ag(E)及び, Au(E)は,

Ag(E) = ⟨Ψ(R, t→ ∞)|ϕg(E)⟩
Au(E) = ⟨Ψ(R, t→ ∞)|ϕu(E)⟩

(2.9)

となる. これを用いて, 電子が左に局在化している確率 Pl, 電子が右に局在化している確率 Prは,

Pl =
1

2
|Ag(E) +Au(E)|2

Pr =
1

2
|Ag(E)−Au(E)|2

(2.10)

と書ける. そして, 解離の異方性を表す非対称パラメータ βを次のように定義する.

β =
Pl − Pr

Pl + Pr
(2.11)

β の値の正負は, 電子が左に局在化しているときに正, 右に局在化しているときに負に対応して
いる.

解離の異方性のエネルギー依存性を計算するために, 確率を積分しイオン化時刻を含むパラメー
タを削除する. 与える高強度レーザーの角周波数 ωを用いて, 位相 ϕ = ωtiとすると,

Pl/r(E) =

∫ 2π

0
Pl/r(ϕ,E)Γ(F )dϕ (2.12)

と書ける. ここでの Γ(F )は, 電場の強さ F におけるイオン化レートであり,

Γ(F ) =
κ

2

(
4κ2

F

)2Z/κ−1

exp

(
−2κ3

3F

)
(2.13)

となる. ただし, κ =
√
2Etであり, Etは水素分子イオン全体のエネルギーである.

2.3 split-operator method

split-operator methodとは, 計算機でシュレーディンガー方程式を解く方法の 1つである. 特に
非線形のシュレーディンガー方程式を扱う場合に広く使われている. 以下のシュレーディンガー方
程式,

ih
∂

∂t
Ψ(x, t) =

[
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

]
Ψ(x, t) (2.14)



第 2章 原理 4

について考える. このシュレーディンガー方程式を運動量空間へフーリエ変換を用いて, 書き直す
と以下のようになる.

ih
∂

∂t
Ψ̃(k, t) =

[
h̄2k2

2m
+ V (i

∂

∂k
)

]
Ψ(k, t) (2.15)

ここで, 位置空間におけるシュレーディンガー方程式の単純な部分

ih
∂

∂t
Ψ(x, t) = V (x)Ψ(x, t) (2.16)

について解く. このとき, 微小時間∆tについて以下の解が存在する.

Ψ(x, t+∆t) = exp

(
− iV (x)∆t

h̄

)
Ψ(x, t) (2.17)

次に, 運動量空間におけるシュレーディンガー方程式の単純な部分

ih
∂

∂t
Ψ̃(k, t) =

h̄2k2

2m
Ψ̃(k, t) (2.18)

について解く. このとき, 微小時間∆tについて以下の解が存在する.

Ψ̃(k, t+∆t) = exp

(
− ih̄k

2∆t

2m

)
Ψ̃(k, t) (2.19)

そして, 位置空間におけるシュレーディンガー方程式 (2.13)をもう一度考えると,

ih
∂

∂t
Ψ(x, t) = ĤΨ(x, t) (2.20)

微小時間∆tについて以下の解が存在し, (2.16)式, (2.18)式と同様に,

Ψ(x, t+∆t) = exp

(
− iĤ∆t

h̄

)
Ψ(x, t) (2.21)

と書ける. ハミルトニアン Ĥ 内の解離エネルギーの項を Ĥk, ポテンシャルエネルギーの項を Ĥr

と置くと,

Ψ(x, t+∆t) = exp

(
− i(Ĥk + Ĥr)∆t

h̄

)
Ψ(x, t) (2.22)

と書き直せる. ここで, ベイカー・キャンドル・ハウスドルフの公式を用いて以下のように変形で
きる.

Ψ(x, t+∆t) =

[
e−

iĤr∆t
h̄ e−

iĤk∆t

h̄ e−
[iĤr,iĤk]∆t2

2h̄

]
Ψ(x, t)

=

[
e−

iĤr∆t
h̄ e−

iĤk∆t

h̄

]
Ψ(x, t) +O(∆t2)

(2.23)

ここで, strang splittingと呼ばれるプロセスを用いて, 以下のように変形する.

Ψ(x, t+∆t) =

[
e−

iĤr∆t
2h̄ e−

iĤk∆t

h̄ e−
iĤr∆t

2h̄

]
Ψ(x, t) +O(∆t2) (2.24)

位置空間で計算する項を 2つに分割することで, 分割しない方法よりも誤差を少なくなることが知
られている. また, 計算機で運動量空間の関数と位置空間の関数の積を計算することができないた
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め, フーリエ変換を用いて計算する. 計算機でフーリエ変換を行う最も知られたアルゴリズムは,

高速フーリエ変換 (FFT)である. 計算量を減らすため, Sine Transformを用いて計算を行うと都
合がよい. 高速フーリエ変換を用いて, 関数を運動量空間に変換すると以下のようになる.

f̃(km, t) =
2√

2n+ 1

n−1∑
l=0

f(xl, t) sin

[
π(m+ 1)(l + 1)

n+ 1

]
(2.25)

このような, sine transformではフーリエ逆変換についても同じ形で計算ができる.

f(xl, t) =
2√

2n+ 1

n−1∑
m=0

f̃(km, t) sin

[
π(m+ 1)(l + 1)

n+ 1

]
(2.26)

関数 f(x, t)をフーリエ変換することを F [f(x, t)], フーリエ逆変換することを, F−1 [f(k, t)]と表
わすと, 実際に計算機で行う計算は以下の様になる.

Ψ(x, t+ dt) =

[
Ur

(
∆t

2

)
F−1

[
Uk (∆t)F

[
Ur

(
∆t

2

)
Ψ(x, t)

]]]
(2.27)

ただし,

Uk (∆t) = e−
iĤk∆t

h̄

Ur (∆t) = e−
iĤr∆t

h̄

(2.28)

である. このような計算方法を split-operator methodという.
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第3章 結果および考察

パルス幅を T = 50fsとして, 電場 F (t)で表される直線偏光レーザーを照射した場合を計算した.

F (t) = F0 exp

[
−
(
2t

T

)2
]
{cos(ωt) +R cos(nωt+ δ)} (3.1)

電場の強さを 0.05a.u., 波長を 800nmとして用いた. 対称単色直線偏光レーザー (n = 1)と非対
称 2色直線偏光レーザー (n = 2)について, 加えるレーザーの割合 R = 0.1, 0.3, 0.5及び位相差
δ = 0, π/4, π/2と変化させて計算を行い, 解離の異方性の解離エネルギー依存性Eを確かめた.

3.1 R = 0.1

R = 0.5の場合の計算結果を記載する. 以下のようなレーザーを照射した場合を計算した.

(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.1: R = 0.1の場合のレーザー場波形

R = 0.1としたときの, 非対称パラメータ βを位相 ϕと解離エネルギー E でマッピングしたも
のを以下に記す.
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(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.2: R = 0.1の場合の非対称パラメータ β と位相 ϕ及び解離エネルギー E 依存性

R = 0.1の場合, 非対称 2色直線偏光レーザーを照射した影響が少ないことがわかった. しかし,

対称単色直線偏光レーザーを照射した場合に比べ, 解離の異方性はイオン化時刻と解離エネルギー
に強く依存することがわかった. また, 位相を変えたことによる変化はあるものの, 解離の異方性
のイオン化時刻及び解離エネルギー依存性が大きく変化することはないことがわかった.

次に, R = 0.1としたときの, 非対称パラメータの解離エネルギー依存性を以下に記す.
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(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.3: R = 0.1の場合の非対称パラメータ β と解離エネルギー E 依存性

対称単色レーザーを照射した場合, 非対称パラメータは常に一定値 0を取り, 解離エネルギー依
存性は確認できなかった. 一方, 非対称 2色レーザーを照射した場合, 非対称パラメータは解離エ
ネルギーによって値が変化するため, 解離エネルギー依存性があることがわかった. また, 図 3.2

同様に, 位相を変えたことによる変化はあるものの, 解離の異方性のイオン化時刻及び解離エネル
ギー依存性が大きく変化することはないことがわかった.

3.2 R = 0.3

R = 0.3の場合の計算結果を以下に記す. 以下のようなレーザーを照射した場合を計算をした.
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(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.4: R = 0.3の場合のレーザー場波形

R = 0.3のときの, 非対称パラメータ βを位相 ϕと解離エネルギー E でマッピングしたものを
以下に記す.
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(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.5: R = 0.3の場合の非対称パラメータ β と位相 ϕ及び解離エネルギー E 依存性

対称単色直線偏光レーザーを照射した場合と, 非対称 2色直線偏光レーザーを照射した場合, そ
れぞれR = 0.1のと異なるマッピングになっている. 電場の強さを変更することによって, 解離の
異方性が変化することがわかった. しかし, R = 0.1と同様に, 非対称レーザーを照射した場合の
ほうが, 対称レーザーを照射した場合よりも解離の異方性のイオン化時刻及び解離エネルギー依存
性が強く現れることがわかった. そして, 位相を変えたことによる変化はあるものの, 解離の異方
性のイオン化時刻及び解離エネルギー依存性が大きく変化することはないことがわかった.

以下に, R = 0.3のときの非対称パラメータの解離エネルギー依存性を以下に記す.
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(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.6: R = 0.3の場合の非対称パラメータ β と解離エネルギー E 依存性

R = 0.1の場合と同様に, 対称単色直線偏光レーザーを照射した場合, やはり一定値 0を取り,

解離の異方性の解離エネルギー依存性が見られないことがわかった. また, 非対称 2色レーザーを
照射した場合, 一定値は取らず, 解離の異方性の解離エネルギー依存性が見られることがわかった.

そして, 位相差を変えることによって, 解離の異方性の解離エネルギー依存性が異なるため, 解離
の異方性には位相差依存性があると考えられる.

3.3 R = 0.5

R = 0.5の場合の計算結果を以下に記す. 以下のようレーザーを照射した場合を計算をした.
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(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.7: R = 0.5の場合のレーザー場波形

R = 0.5のときの, 非対称パラメータ βを位相 ϕと解離エネルギー E でマッピングしたものを
以下に記す.
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(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.8: R = 0.5の場合の非対称パラメータ β と位相 ϕ及び解離エネルギー E 依存性

R = 0.1及びR = 0.3と同様に, 非対称 2色直線偏光レーザーを照射した場合, 対称単色直線偏
光レーザーを照射した場合に比べ, 解離の異方性はイオン化時刻と解離エネルギーに強く依存する
ことがわかった. また, 位相を変えたことによる変化はあるものの, 解離の異方性のイオン化時刻
及び解離エネルギー依存性が大きく変化することはないことがわかった.

次に, R = 0.5としたときの, 非対称パラメータの解離エネルギー依存性を以下に記す.
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(a) n = 1, δ = 0 (b) n = 2, δ = 0

(c) n = 2, δ = π/2 (d) n = 2, δ = π/4

図 3.9: R = 0.5の場合の非対称パラメータ β と解離エネルギー E 依存性

R = 0.1及びR = 0.3の場合と同様に, 対称単色直線偏光レーザーを照射した場合, やはり一定
値 0を取り, 解離の異方性の解離エネルギー依存性が見られないことがわかった. またR = 0.1及
びR = 0.3の場合と同様に, 非対称 2色レーザーを照射した場合, 一定値は取らず, 解離の異方性の
解離エネルギー依存性が見られることがわかった. そして, 位相差を変えることによって, 解離の異
方性の解離エネルギー依存性が異なるため, 解離の異方性には位相差依存性があると考えられる.
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第4章 まとめ

本研究では, 対称単色直線偏光レーザーを照射した場合と非対称 2色直線偏光レーザーを照射し
た場合について, 水素分子イオンの解離の異方性を確かめる理論的研究を行った.

対称単色レーザーを照射した場合, 解離の異方性がイオン化時刻と解離エネルギーに依存する.

また, 対称単色レーザーを照射した場合の解離エネルギー依存の解離の異方性は, 存在しない.

非対称 2色レーザーを照射した場合, 解離の異方性がイオン化時刻と解離エネルギーに, 対称単
色レーザーの場合に比べ, 強く依存する. そして, 非対称 2色レーザーを照射した場合の解離エネ
ルギー依存の解離の異方性は, 存在する. また, 解離エネルギー依存の解離の異方性は, 位相差依存
性が存在する. 非対称パラメータの解離エネルギー依存性から, 解離エネルギー依存の解離の異方
性があることを明らかにした.

今後の展望は, 解離エネルギー依存の確率を解離エネルギーで積分を行い, 位相差依存の解離の
異方性を確認することである.
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