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第1章 序論 

1.1 研究の背景 

原子を用いた量子力学的高次高調波発生過程は非斉次のシュレディンガー方程式によって記述さ

れる.非斉次のシュレディンガー方程式とは,次数が異なるシュレディンガー方程式で,外力が加わ

った際のシュレディンガー方程式として記述することができる.これまで 1 次元系のデルタ関数型

のモデル原子について半解析的な研究が行われた[1].しかし一般的なポテンシャルの 3 次元の系

について数値的に計算することはできていない. 

1.2 研究の目的 

 本研究では時間依存の非斉次のシュレディンガー方程式を数値的に解く準備として,時間依存

の斉次のシュレディンガー方程式を変形し,非斉次のシュレディンガー方程式と見立てたものを

考える.スプリットオペレーター(SO)法とアダムス・バッシュフォース(AB)法を組み合わせた

SO-AB 法[2]により,この方程式を数値的に解いてその収束性を調べることを目的とする. 

 

第 2 章 原理 

2.1 split-operator method 

 Split-Operator Method（Split-Step Method とも呼ばれる）は量子研究において,特に非線形のシ

ュレディンガー方程式を扱う際に広く使われている手法である.以下のようなシュレディンガー

方程式を考える. 

 

𝑖ℏ
𝜕Ψ(𝒓, 𝑡)

𝜕𝑡
= [−

ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑉(𝑟)] Ψ(𝒓, 𝑡) (1.1) 

ここでハミルトニアンを実空間（式(1.2)）と運動量空間（式(1.3)）の 2 つに分割する. 

�̂�𝑟 = [𝑉(𝒓)]Ψ(𝒓, 𝑡) (1.2) 

 

�̂�𝑘 = [−
ℏ2

2𝑚
∇2] Ψ(𝒓, 𝑡) (1.3) 

 

ここで一般解として次式を仮定する. 

 

Ψ(𝒓, 𝑡 + 𝛥𝑡) = [𝑒−
𝑖�̂�𝛥𝑡

ℏ ] Ψ(𝒓, 𝑡) = [𝑒−
𝑖(�̂�𝑟+�̂�𝑘)𝛥𝑡

ℏ ] Ψ(𝒓, 𝑡) (1.4) 

ベイカー・キャンドル・ハウスドルフの公式を用いると次式を得られる. 
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Ψ(𝒓, 𝑡 + 𝛥𝑡) = [𝑒−
𝑖�̂�𝑟𝛥𝑡

ℏ 𝑒
𝑖�̂�𝑘𝛥𝑡

ℏ 𝑒−
[𝑖�̂�𝑟,𝑖�̂�𝑘]𝛥𝑡2

2 ] Ψ(𝒓, 𝑡) (1.5) 

 

ここで誤差を小さくするために位置空間で計算する項を 2 つに分割する Strang Splitting と呼ばれ

る過程を用いて次式のように変形する. 

 

Ψ(𝒓, 𝑡 + 𝛥𝑡) = [𝑒−
𝑖�̂�𝑟𝛥𝑡

2ℏ 𝑒
𝑖�̂�𝑘𝛥𝑡

ℏ 𝑒−
𝑖�̂�𝑟𝛥𝑡

2ℏ ] Ψ(𝒓, 𝑡) + 𝒪( 𝛥𝑡3) (1.6) 

 

ここで,計算機でフーリエ変換を行うアルゴリズムである高速フーリエ変換(FFT)を使う. 

ある関数𝑓(𝑥)をフーリエ変換,逆フーリエ変換することをℱ[𝑓(𝑥)],ℱ−1[𝑓(𝑥)]と表すと, 

Ψ(𝒓, 𝑡 + 𝛥𝑡) = [�̂�𝑟 (
 𝛥𝑡

2
) ℱ−1 [�̂�𝑘( 𝛥𝑡)ℱ [�̂�𝑟 (

 𝛥𝑡

2
) Ψ(𝒓, 𝑡)]]] Ψ(𝒓, 𝑡) + 𝒪( 𝛥𝑡3) (1.7) 

 

ただし, 

�̂�𝑟 = 𝑒−
𝑖�̂�𝑟 𝛥𝑡

ℏ (1.8) 

 

�̂�𝑘 = 𝑒
𝑖�̂�𝑘 𝛥𝑡

ℏ (1.9) 

とする.これを計算機によって計算する. 

 

2.2 スプリットオペレーターアダムス・バッシュフォース(SO-AB)法 

先行研究[2]では IFAB2 と呼ばれている.ここでは SO-AB 法と呼ぶ.SO-AB 法により

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= 𝐻0𝜓 + 𝑵(𝜓, 𝑡) (1.10) 

において 

𝜙(𝑥, 𝑡) = 𝑒   𝑖𝐻0𝑡𝜓(𝑥, 𝑡) (1.11) 

𝑖
𝑑

𝑑𝑥
𝜓(𝑥, 𝑡) = [𝐻0 + 𝑥 sin(𝑐𝑡)]𝜓(𝑥, 𝑡) (1.12) 

とし,式(1.11)を式変形すると 

𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝑒− 𝑖𝐻0𝑡𝜙(𝑥, 𝑡) (1.13) 

となり,これを(1.12)に代入すると 

𝑖
𝑑

𝑑𝑡
𝜙(𝑥, 𝑡) = {2𝐻0𝜙 + 𝑥 sin(𝑐𝑡)}𝜙(𝑥, 𝑡) (1.14) 

= {2𝐻0𝜙 + 𝑥 sin(𝑐𝑡)}𝑒  𝑖𝐻0𝑡𝜓(𝑥, 𝑡) (1.15) 

= 𝑒𝑖𝐻0𝑡𝑵(𝑒−𝑖𝐻0𝑡𝜙, 𝑡) (1.16) 
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と表すことができる.先行研究では𝑒−𝑖𝐻0𝑡であったが,本研究では𝑒𝑖𝐻0𝑡とした. 

 

式(1.16)の両辺を𝑡𝑛~𝑡𝑛+1の範囲で積分すると, 

ϕ(𝑥𝑛, 𝑡𝑛+1) − ϕ(𝑥𝑛, 𝑡𝑛) = − ∫ 𝑖Δ𝑡𝑥𝑛 sin(𝑐𝑡𝑛) 𝜙(𝑥𝑛, 𝑡𝑛)𝑑𝑡
𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

(1.17) 

ϕ(𝑥𝑛, 𝑡𝑛+1) = ϕ(𝑥𝑛, 𝑡𝑛) − ∫ 𝑖Δ𝑡𝑥𝑛 sin(𝑐𝑡𝑛) 𝜙(𝑥𝑛, 𝑡𝑛)𝑑𝑡
𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

(1.18) 

となる. 

 

Adam-Bashforth method は次式で与えられる. 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ∫ 𝑓(𝑦, 𝑡)𝑑𝑡
𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

(1.19) 

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 +
∆𝑡

2
[3𝑓(𝑦𝑛, 𝑡𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛−1, 𝑡𝑛−1)] (1.20) 

∆𝑡 = 𝑡𝑛 − 𝑡𝑛−1 (1.21) 

 

式(1.18)は Adam-Bashforth method を用いて 

Ψ𝑛+1 = 𝑒−𝑖𝐻0Δ𝑡Ψ𝑛 −
3𝑖Δ𝑡

2
𝑒−𝑖𝐻0Δ𝑡𝑁(Ψ𝑛, 𝑡𝑛) +

𝑖Δ𝑡

2
𝑒−2𝐻0Δ𝑡(Ψ𝑛−1, 𝑡𝑛−1) (1.22) 

と記述される.これはΔ𝑡3の誤差を持つ. 

これを運動量空間と位置空間の関数に分け,計算機を用いて高速フーリエ変換を用いて計算する. 

 

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(x, t) = [−

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
+

1

2
𝑥2] Ψ(𝑥, 𝑡) (1.23) 

 

式(1.23)の解析解は 

Ψ(𝑥, 𝑡) =
1

√𝜋
4 𝑒𝑥𝑝 [−

{𝑥 − 𝑋 cos(𝑡)}2

2
− 𝑖 {𝑋𝑥 sin(𝑡) −

𝑋2 sin(2𝑡)

4
+

𝑡

2
}] (1.24) 

で与えられる.X は波動関数の初期値から決まる値である. 

  

3 章 結果及び考察 

 3.1 split-operator 法の誤差の評価 

式(1.23)で示される波動関数において任意の定数 X の値を変化させ,計算解と解析解について相対

誤差を評価した.ここで 

Ψ(𝑥, 0) = 𝑁𝑒𝑥𝑝 {−
1

2
(𝑥 − 𝑋)2} (1.25) 
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𝑁 =
1

√𝜋
4 exp (−

1

2
𝑥2) (1.26) 

とした. 

 

   3.1.1 X=0 

X=0 のとき, 𝛥t を変化させた時各経過時間における実部と虚部の相対誤差は次のようになった. 

表 1.各経過時間における𝜟t と実部及び虚部の相対誤差 

 

 

次に𝛥t と相対誤差の両対数グラフを取り,𝑦 = 𝑥2と比較した. 
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図 1.実部における𝜟t と相対誤差の両対数グラフ 

 

図 2.虚部における𝜟𝒕と相対誤差の両対数グラフ 

 

   3.1.2 X=1 

X=1 のとき, 𝛥t を変化させた時,各経過時間における複素関数の相対誤差は次のようになった. 
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表 2.各経過時間における𝜟t と複素関数の相対誤差 

 

 

次に𝛥𝑡と相対誤差の両対数グラフを取り,𝑦 = 𝑥2と比較した. 

 

図 3. 複素関数における𝜟𝒕と相対誤差の両対数グラフ 

 

グラフが𝑦 = 𝑥2と平行であることから X の値に関係なく,計算解と解析解の相対誤差は𝛥𝑡2に比例

すると考えられる. 

 

3.2 非斉次と見立てたシュレディンガー方程式 

SO-AB 法によりシュレディンガー方程式を計算機を用いて求めた. 

まず,非同時の項を入れて計算を行った. 

3.1.1 -x+0.5 

非同時の項-x+0.5 を入れた時間依存シュレディンガー方程式とその解析解は次式で記述される. 
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𝑖
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(x, t) = [−

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
+

1

2
𝑥2 − 𝑥 +

1

2
] Ψ(𝑥, 𝑡) (1.27) 

Ψ(𝑥, 𝑡) =
1

√𝜋
4 𝑒𝑥𝑝 [−

{𝑥 − 1 + cos(𝑡)}2

2
− 𝑖 {−(𝑥 − 1) sin(𝑡) −

sin(2𝑡)

4
+

𝑡

2
}] (1.28) 

 

この時, 𝛥t を変化させ計算解と解析解の相対誤差について,調べると次のようになった. 

表 3.各経過時間における相対誤差 

 

 

図 4.非同次の項が-x+0.5 の時の𝜟𝒕と相対誤差の関係 

 

3.1.2 x+0.5 

𝑖
𝜕

𝜕𝑡
Ψ(x, t) = [−

1

2

𝜕2

𝜕𝑥2
+

1

2
𝑥2 + 𝑥 +

1

2
] Ψ(𝑥, 𝑡) (1.29) 

Ψ(𝑥, 𝑡) =
1

√𝜋
4 𝑒𝑥𝑝 [−

{𝑥 + 1 − cos(𝑡)}2

2
− 𝑖 {(𝑥 + 1) sin(𝑡) −

sin(2𝑡)

4
+

𝑡

2
}] (1.30) 
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この時, 𝛥t を変化させ計算解と解析解の相対誤差について,調べると次のようになった.  

表 4.各経過時間における相対誤差 

 

 

図 5.非同次の項が x+0.5 の時の𝜟𝒕と相対誤差の関係 

 

以上より非同時の項を挿入すると, 𝛥𝑡と相対誤差の両対数グラフは𝑦 = 𝑥の傾きとほぼ等しいので

その誤差はおおむね𝛥t に比例しているとわかった. 

第 4 章 結論 
スプリットオペレーター法は𝛥t２の誤差を持っており,アダムス・バッシュフォース法も今回の計

算で使用した項において𝛥t2 の誤差を持っていることから,非同次の項として x+0.5 や-x+0.5 を挿

入して時間依存シュレディンガー方程式の数値計算を行うと𝛥t2 の誤差が出ると予測されたが,実

際には𝛥𝑡に比例した誤差を持つことが確認された. 
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