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強レーザー場と原子・分子の相互作用によって生じるトンネルイオン化は、アト秒科学の基礎を成す現

象である。近年、Hartung らは Xe 原子の強電場イオン化において、放出電子が特定の条件下で高いス

ピン偏極度を持つことを実験的に実証し、次世代のスピン偏極電子源としての応用可能性を示した。 

本研究では、時間依存シュレディンガー方程式（TDSE）と、準静的極限を記述する Siegert 状態法を

用い、トンネル障壁内部での電子状態の変遷とスピン偏極生成のメカニズムを解明することを目的とし

た。 

 

Xe 原子の電子構造を Single-Active Electron (SAE) 近似でモデル化し、数値計算手法として有限要素

法と離散変数表示を組み合わせた FEDVR法を実装した。これにより、大規模な基底系においても高精

度な時間発展と固有値計算を可能とした。 

解析では、初期状態 j=mj=3/2（スピンアップ成分のみ）を選択し、TDSEによる動的な光電子運動量分

布（PEMD）の抽出と、Siegert 状態法による非断熱結合行列要素の評価を並行して行った。 

 

TDSE解析の結果、主成分であるスピンアップ成分の垂直運動量分布 W(k⊥) は k⊥の 2乗に従った

一方で、極めて微量なスピン反転成分（スピンダウン）は、PPT 理論が ml=2 に対して予測する k⊥

の 4乗のべき乗則に極めて高い精度で一致した。 

Siegert解析の結果、この物理的起源は以下の「三段階の断熱的プロセス」により説明されることが明ら

かとなった。 

 

(1) 核近傍での非断熱遷移の抑制: クーロン場が支配的な領域ではパリティ対称性が近似的に保存さ

れ、隣接チャネル間の非断熱結合行列要素が消失する「市松模様」状の構造が現れ、遷移が抑制される。 

(2) 断熱的接続: 電子はこの対称性を保持したまま、初期状態に対応する Stark 状態へと断熱的に接続

される。 

(3) 遠心力障壁による選別: スピンダウン成分が接続された ml=2 チャネルは高い遠心力障壁を感じる

ため、指数関数的にイオン化が抑制される。 

 

本研究により、トンネルイオン化過程は単に電子がランダムに放出される現象ではなく、核近傍の量子

情報を保持したまま外部へ取り出す「断熱的スピンフィルター」として機能していることが明らかとな

った。この知見は、再散乱干渉縞における高いコヒーレンスの維持を説明するものであり、将来的なア

ト秒スピン制御技術に対する強固な理論的基盤を与えるものである。 
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概要

強レーザー場中における原子・分子のトンネルイオン化は, アト秒科学の基礎であるだけでなく, 高次高
調波発生 (HHG) や 光電子円二色性 (PECD) など多岐にわたる現象に関わる重要なプロセスである. 近年
では, この過程が高いスピン選択性を持つ可能性が示唆され, 次世代のスピン偏極源としての応用も期待さ
れている. しかし, 摂動領域にある 1光子イオン化とは対照的に, 非摂動領域であるトンネルイオン化にお
けるスピンダイナミクスの理解は遅れている. 本研究では, Xe原子を対象に 時間依存のシュレディンガー
方程式 (TDSE) の計算を行い, 動的なスピン偏極過程を詳細に解析した. さらに, 準静的極限に対応する
Siegert状態法 の計算結果と比較することで, トンネル過程における断熱性の役割を定量・定性的に評価し
た. その結果, トンネルイオン化におけるスピン偏極は, 核近傍におけるポテンシャルの近似的対称性によ
る非断熱遷移の抑制, Stark状態への断熱的な接続, そして遠心力障壁によるスピン反転成分の濾過という
三段階のプロセスによって決定されていることを明らかにした. この断熱的なメカニズムは, 光電子運動量
分布 (PEMD) において微弱なスピン反転成分が明瞭な k4

⊥ 依存性を示すことによっても強く支持された.
本研究は, 強電場下でのスピン偏極生成機構を核近傍から無限遠に至るまでの断熱的接続という観点から統
一的に解明し, 新たなスピン制御の指針を与えるものである.
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1 序論
強レーザー場と原子・分子の相互作用は,電子のふるまいをアト秒オーダーでリアルタイムに観測すること

を可能にし,化学反応の理解の深化や新たなコヒーレント光源の開発など,多岐にわたる応用を切り拓いてき
た. さらに近年では,測定だけに留まらず,レーザーを用いて原子・分子の量子的な状態を超高速で制御する試
みが盛んに行われている. その重要な応用の一つが,スピン偏極電子源の開発である. スピン偏極源は,従来の
中性子散乱では観測が困難であった固体表面やナノ材料の磁気的な性質を,電子スピンを用いて調べることを
可能にし,スピントロニクスや量子情報処理などの分野で重要な役割を果たすと期待されている. その一方で,
従来の Gallium Arsenide (GaAs) などの固体スピン偏極源は,デバイスへの組み込みには有利である反面,理
論的な偏極度の上限 (50%)や,超高真空環境の必要性,表面劣化による寿命の短さといった課題を抱えている.
これに対し,キセノン原子のような希ガス原子を用いたスピン偏極源は,第一に化学的に不活性であるため試料
表面を汚染しない清浄なスピン流を得ることができ,また高い偏極度が期待できるなどの利点がある. そのた
め,強レーザー場中での希ガス原子のイオン化過程におけるスピン偏極生成機構を理解し,制御することは,新
たなスピン偏極源の開発に向けた重要な課題となっている.[1, 2, 3]
しかしながら,強レーザー場中での原子・分子のイオン化過程におけるスピンダイナミクスの理解は,1光子

イオン化などの摂動領域に比べて著しく遅れている. 従来の光イオン化で用いることができた摂動論的な手法
は,レーザー場の強度がクーロン場に匹敵する非摂動領域では適用できず,事実,Above-Threshold Ionization
(ATI) のイオン化レートや HHGスペクトルといった実験的な観測値が,摂動論における多数の光子を吸収し
てイオン化するといった描像とは一致しないことが知られている. このため,非摂動領域でのイオン化過程を
記述するために,SFAや PPT理論 [4, 5, 6]などが提案されてきた. しかし,SFAでは連続状態の電子は原子核
のクーロンポテンシャルの影響を受けず, レーザー場のみと相互作用する Volkov 状態として扱われる. SOI
は原子核近傍の深いポテンシャル中で作用するため,この近似では無視されてしまい,重原子におけるスピン偏
極現象を正しく記述することができない. 一方で,近年アイコナール近似を用いてクーロンポテンシャルの効
果を SFAに摂動的に導入する方法 [7, 8, 9, 10]や,スピンコヒーレント状態を用いて現象論的に SFAに SOI
を導入する方法 [11]などが提案されている. しかし,いずれも強電場下でのスピンダイナミクスを厳密に取り
扱えていない. また,イオン化レートの計算に広く用いられる手法においても同様に課題が存在する. 原子核
のクーロンポテンシャルに対して電場が十分弱い場合は,様々な式が導出されているが,これらはあくまでイオ
ン化レートを与える理論であり,どのような経路を経てイオン化に至るのかというダイナミクスを記述するも
のではない. 特に,電子がトンネルする過程では強力な電場によって Stark混合が生じているはずだが,SOIに
よってスピン反転が許容される状況下で,なぜ特定のスピン偏極が生じるのかを理解するためには,トンネル
障壁内部での電子の振る舞いを詳細に知る必要がある. 既存の模型,理論では,束縛状態から Stark混合を経て
トンネル障壁を透過し,連続状態に至る電子の状態の変遷をブラックボックス化してしまっており,それを詳
細に記述することはできない. そのため,以上の動的な過程を正確に捉えるためには,厳密な数値計算が必要と
なる.
本研究の目的は, 強レーザー場中の Xe原子におけるトンネルイオン化過程を解析し, そのスピンダイナミク

スの物理的起源を解明することである. 具体的には,TDSEを数値的に解くことで, パルスレーザー照射下での
電子波束の時間発展とスピン偏極生成過程を厳密にシミュレーションする. さらに, 本研究の独自のアプロー
チとして, レーザー場を静電場とみなせる準静的極限に対応する Siegert状態法 の計算を行い, TDSEによる
動的な結果と定量的に比較・解析する. 特に Xeの 5p準位における j = mj = 3/2という初期状態としてス
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ピンアップ成分のみを持つ状態に着目することで, トンネル障壁内部での非断熱遷移やスピン反転成分の生成
過程を詳細に調査する. また, 得られた PEMDを詳細に解析することで, トンネル障壁内部での電子状態の変
化を運動量空間から検証するこれにより, 既存の理論モデルではブラックボックスとして扱われてきたトンネ
ル障壁内部での電子ダイナミクスに光を当てる. 特に, 電子が強電場によって Stark混合を起こし, トンネル
障壁を透過して連続状態へと至る一連の過程において, 核近傍の対称性や断熱性がスピン状態の保存にどのよ
うに寄与し, 最終的なスピン偏極を決定づけるのか, その微視的メカニズムを明らかにする.

2 理論的背景

2.1 全ハミルトニアンと保存則

本研究の計算では z方向に電場が直線偏光している場合を考え,ハミルトニアンに電場を導入するために長
さゲージを用いた. そして,クーロンポテンシャルについては Single-Active Electron approximation (SAE)
に基づくモデルポテンシャルを採用した. そして,TDSE,Siegert状態法共に,SOIを含んだ全ハミルトニアン
を以下のように定義した.

H = −1

2
∇2 + VCoulomb(r) + VSOI(r) + Fz (1)

ここで,VCoulomb(r) はクーロンポテンシャル,VSOI(r) はスピン軌道相互作用項,F はレーザー電場である.
VCoulomb(r)と VSOI(r)は球対称ポテンシャルである. しかし,VSOI(r)に含まれる L ·S項は,軌道角運動量 L

とスピン角運動量 Sを結合させるため,個々の量子数ml,ms は保存されない. 一方で,全角運動量 j = L+ S

の大きさ j とその量子化軸 Z 方向への射影である mj は良い量子数となる. そして, そこにレーザー電場が
加わると系の球対称性が破れ, 全角運動量 j は保存されなくなるが, 量子化軸 Z 方向への射影である mj は
保存され続ける. そこで, 本研究では初期状態として TDSE では j,mj を指定した状態を用い,Siegert state
method ではmj を指定した状態を用いた.

2.2 Single-Active Electron approximation (SAE) とモデルポテンシャル

本研究では,Xe原子の電子構造を記述するために,Single-Active Electron approximation (SAE) を採用し
た. SAE近似では,最外殻の 1つの電子のみがレーザー場と相互作用し,残りの電子は凍結されたものとして
扱われる. このとき,電子が感じる有効ポテンシャル VCoulomb(r) として,次の形式のモデルポテンシャルを用
いた.

VCoulomb(r) = −Zeff (r)

r
(2)

ここで,有効核電荷 Zeff (r) は以下のように定義される.

Zeff (r) = 1 + (Znuc − 1)
[
1 +

η

κ
(eκr − 1)

]−1

(3)

本研究は,Xe原子 (Znuc = 54) に対し,パラメータ η = 5.197, κ = 1.048 を採用した. このポテンシャルは,
原点付近で V (r) ∼ −Znuc/r,遠方で V (r) ∼ −1/r となる.
また,重原子である Xeにおいて重要となる Spin-Orbit Interaction (SOI) 項 VSOI は,以下のように導入

した.
VSOI(r) = λ(r)L · S (4)
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ここで係数 λ(r) は,モデルポテンシャル Vc(r) = Vmodel(r) の動径微分を用いて次のように表される.

λ(r) =
α2

2r

dVc

dr
(5)

α は微細構造定数 (α ≈ 1/137) である. この SOI項により,軌道角運動量 L とスピン角運動量 S が結合し,
全角運動量 j が保存量の良い量子数となる. 一方で,この状態に電場をかけた際は電場と同じ方向にとった量
子化軸 Z への射影であるmj のみが保存量となる.

2.3 摂動領域の 1光子過程におけるスピン偏極の生成機構

レーザー場の強度が比較的弱く,また周波数が高い場合の 1光子イオン化過程は摂動論で記述できる. トン
ネルイオン化との比較のため,1光子過程では SOIが強い場合にどのようにスピンの混合が起こるかを以下に
示す.

2.3.1 遷移確率の導出
本研究では,長さゲージの下でのハミルトニアン H を以下のように定義する.

H = −∇2

2
+

Zeff (r)

r
− r ·E(t) = H0 + V (t) (6)

ここで外部電場 E(t) として,以下の Gaussian envelope を持つ直線偏光パルスを仮定する.

E(t) = ezE0 cos(ωt+ φ) exp

(
−4t2

T 2

)
(7)

1次の時間依存摂動論を用いると,始状態 |i〉 から終状態 |f〉 への遷移係数 c
(1)
f (t) は次式で与えられる.

c
(1)
f (t) = −i

∫ t

−∞
eiωfit

′
〈f |V (t′)|i〉dt′ (8)

パルスが入射して十分時間が経過した極限 (t → ∞) までの積分を実行すると,遷移振幅 c
(1)
f (∞) は以下のよ

うに解析的に求められる.

c
(1)
f (∞) = i

√
πTE0

4
Mfi

{
e−iφ exp

(
− (ω − ωfi)

2T 2

16

)
+ eiφ exp

(
− (ω + ωfi)

2T 2

16

)}
(9)

この式を用いて遷移確率 P = |c(1)f (∞)|2 を計算すると,以下のようになる.

P =
π

16
T 2E2

0

{
exp

(
− (ω + ωfi)

2

8
T 2

)
+ exp

(
− (ω − ωfi)

2

8
T 2

)
+ 2 exp

(
−
ω2 + ω2

fi

8
T 2

)
cos 2φ

}
|Mfi|2

(10)
以上の式の導出には,回転波近似を用いていないため,キャリア・エンベロープ位相 (CEP) φ に依存する項

が現れる. 実際,回転波近似では ω ≈ ωfi のみを考慮し,ω + ωfi に対応する項が無視される. その場合は CEP
依存性が消失し,遷移確率は上記の式のうち,2番目の項のみが残る形となる.

PRWA =
π

16
T 2E2

0 exp

(
− (ω − ωfi)

2

8
T 2

)
|Mfi|2 (11)

ここで ωfi は遷移エネルギー,Mfi = 〈Ψf |T (1)
0 |Ψi〉 は遷移双極子モーメントである. スピンのアップとダウ

ン成分の比率は |Mfi|2 に依存するため,以下ではこの遷移双極子モーメントの計算を詳述する.
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2.3.2 遷移双極子モーメントと角度因子の分離
Spin-Orbit Interaction (SOI) を含む系において,遷移双極子モーメント Mfi を計算するために Wigner-

Eckartの定理 を適用する. 全角運動量 j の基底を用いると,行列要素は以下のように記述される.

Mfi = 〈(lfs)jfmf |T (1)
0 |(lis)jimi〉 (12)

Wigner-Eckart theorem により,磁気量子数 m に依存する幾何学的因子 (3j 記号) を分離できる.

〈jfmf |T (1)
0 |jimi〉 = (−1)jf−mf

(
jf 1 ji

−mf 0 mi

)
〈jf ||T (1)||ji〉 (13)

さらに,双極子演算子 T (1) は空間部分にのみ作用しスピンには作用しないため,6j 記号 を用いた以下の公式に
より,軌道部分の既約行列要素を分離できる.

〈(lfs)jf ||T (1)||(lis)ji〉 = (−1)lf+s+ji+1
√

(2ji + 1)(2jf + 1)

{
lf jf s
ji li 1

}
〈lf ||T (1)||li〉 (14)

軌道部分の既約行列要素は,動径波動関数 Rnl(r) を用いて以下のように表される.

〈lf ||T (1)||li〉 = (−1)lf
√
(2lf + 1)(2li + 1)

(
lf 1 li
0 0 0

)∫ ∞

0

r3Rlf (r)Rli(r)dr (15)

以上の式を統合すると,遷移双極子モーメントは角度成分係数 C と動径積分 R の積として整理される.

Mfi = Clf ,jf ;li,ji ×Rlf ,li (16)

ここで角度成分係数 C の完全な表式は以下の通りである.

Clf ,jf ;li,ji = (−1)jf−mf

(
jf 1 ji

−mf 0 mi

)
× (−1)lf+s+ji+1

√
(2ji + 1)(2jf + 1)

{
lf jf s
ji li 1

}
× (−1)lf

√
(2lf + 1)(2li + 1)

(
lf 1 li
0 0 0

) (17)

具体的な遷移経路に対する係数 C の値は以下のようになる.

• p → d, (3/2 → 3/2),m = 3/2: C = −1/
√
5

• p → d, (3/2 → 5/2),m = 3/2: C = 2/
√
5

• p → d, (3/2 → 5/2),m = 1/2: C =
√

6/5

• p → s, (3/2 → 1/2),m = 1/2: C =
√
2/3

• p → d, (1/2 → 3/2),m = 1/2: C =
√
2/3

• p → s, (1/2 → 1/2),m = 1/2: C = −1/3

2.3.3 干渉効果によるスピン偏極の起源
終状態におけるスピンのアップ・ダウン成分の比率は,異なる全角運動量 jf を持つ部分波の干渉によって

決定される.[12, 13, 14] SOIを考慮した場合,j,mj 基底の状態は l,ml, s,ms 基底の線形結合として以下のよ
うに展開される.
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例として初期状態 (j,mj) = (3/2, 3/2) からの遷移における終状態の展開:

|l = 2, j = 3/2,mj = 3/2〉 =
√

4

5
|2, 2,−1/2〉 −

√
1

5
|2, 1, 1/2〉 (18)

|l = 2, j = 5/2,mj = 3/2〉 =
√

1

5
|2, 2,−1/2〉+

√
4

5
|2, 1, 1/2〉 (19)

同様に (3/2, 1/2) および (1/2, 1/2) の場合についても展開が可能である. これらの係数と前述の角度係数 C,
動径積分 R (および部分波の位相差 δjf ) を用いると,各スピン成分の生成確率は以下のように導出される.

■Case 1: (j,mj) = (3/2, 3/2) この場合, スピンダウン成分 (ms = −1/2) は 2 つの経路 (jf = 3/2 と
jf = 5/2) からの寄与の和として表され,干渉項が生じる.

Pup =

∣∣∣∣∣−
√

1

5
eiδ3/2C

3/2
2,3/2R

3/2
2,1 +

√
4

5
eiδ5/2C

3/2
2,5/2R

5/2
2,1

∣∣∣∣∣
2

(20)

Pdown =

∣∣∣∣∣
√

4

5
eiδ3/2C

3/2
2,3/2R

3/2
2,1 +

√
1

5
eiδ5/2C

3/2
2,5/2R

5/2
2,1

∣∣∣∣∣
2

(21)

■Case 2: (j,mj) = (3/2, 1/2)

Pup =

∣∣∣∣∣−
√

2

5
eiδ3/2C

1/2
2,3/2R

3/2
2,1 +

√
3

5
eiδ5/2C

1/2
2,5/2R

5/2
2,1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣C1/2

0,1/2R
1/2
0,1

∣∣∣2 (22)

Pdown =

∣∣∣∣∣
√

3

5
eiδ3/2C

1/2
2,3/2R

3/2
2,1 +

√
2

5
eiδ5/2C

1/2
2,5/2R

5/2
2,1

∣∣∣∣∣
2

(23)

■Case 3: (j,mj) = (1/2, 1/2)

Pup =

∣∣∣∣∣−
√

2

5
C

1/2
2,3/2R

3/2
2,1

∣∣∣∣∣
2

+
∣∣∣C1/2

0,1/2R
1/2
0,1

∣∣∣2 (24)

Pdown =

∣∣∣∣∣
√

3

5
C

1/2
2,3/2R

3/2
2,1

∣∣∣∣∣
2

(25)

まず,SOI が無視できる場合, 動径方向の波動関数は全角運動量量子数 jf に依存しない. そのため, 動径積
分 R はすべてのチャネルで共通の値となる. この場合の初期状態は LS 結合で良く記述され, スピン偏極の
比率は LS結合状態で展開した際の Clebsch-Gordan係数によって静的に決定される. つまり,初期状態がス
ピン偏極の大部分を決定する. これに対し,SOIが強く作用する場合,状況は本質的に異なる. 有効ポテンシャ
ルの相違により動径波動関数が jf に依存するため, 動径積分 R は経路ごとに異なる大きさを持つことにな
る. また,L · S の影響によって LS結合はもはや系の固有状態とはみなせない. そのため始状態から終状態ま
で一貫して j,mj 基底に従った遷移則を考慮する必要がある. 特筆すべきは,終状態において同一の磁気量子
数 ml,ms を持つ成分であっても,それが異なる終状態 jf を経由して生成される場合,それぞれの経路が異な
る位相を持つ点である. したがって,重原子における最終的なスピン偏極は,単なる係数の和ではなく,これら
異なる jf 部分波間の位相差による量子的な干渉によって動的に決定される.
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2.4 非摂動領域でのトンネルイオン化過程における 高強度場近似 (SFA) の限界

前節では,摂動領域（1光子過程）において,重原子のイオン化におけるスピン偏極が遷移経路間の量子的な
干渉によって決定されることを解析的に示した. これに対し,本研究が対象とする強レーザー場中のトンネル
イオン化過程では,物理的描像が大きく異なる. レーザー強度が大きく摂動領域から外れる場合でも特に周波
数が小さい場合, 準静的な描写が可能となる. この場合, クーロンポテンシャルと短距離ポテンシャルが合わ
さった原子ポテンシャルがレーザー電場によって傾いたポテンシャル障壁になることで,その障壁をトンネル
現象によって電子が脱出するイオン化過程が支配的になる. 水素様原子の場合はこのイオン化レートが F → 0

の極限で以下のように求められている.

W =
4(2Ip)

5/2

F
exp

(
−2(2Ip)

3/2

3F

)
(26)

ここで,Ip はイオン化ポテンシャル,F はレーザー電場強度である. さらに,一般の原子では以下のようにイオ
ン化レートが求められる.

W ∼ 2l + 1

2|m||m|!

(
2I

3/2
p

F

)2Z/I1/2
p −|m|−1

exp

(
−2I

3/2
p

3F

)
(27)

ここで,l は軌道角運動量量子数,m は磁気量子数,Z は有効電荷である. この式で重要な点は, 電場方向に向い
た軌道がイオン化に寄与しやすいことを示していることである. これはイオン化レートのみを与えるもので
あり,現在研究の対象となっている運動量分布やエネルギースペクトル,スピン偏極などの詳細な情報を与え
るものではない. これらを与える模型として, 高強度場近似 (SFA) がある. SFA における重要な近似は以下
の 2 点である. まず, イオン化後の電子は原子核のクーロンポテンシャルの影響を受けず, レーザー場のみ
と相互作用する Volkov 状態として扱うことである. 次に, 束縛状態からの寄与は初期状態のみ考慮し, レー
ザー場によって励起された他の中間状態への遷移や再衝突過程における束縛状態の影響を無視する. これら
の近似の下で,HHG のカットオフ法則や ATI のプラトー構造などを説明することに成功してきた. また, 最
近では SFA に摂動的にクーロンポテンシャルの効果を導入する方法なども提案されており, それらの手法は
Coulomb-Corrected SFA (CCSFA) や Eikonal-volkov wavefunction などと呼ばれている.
しかしながら,これらの手法を本研究の対象である SOIが強い重原子に適用することには,本質的な限界が

ある. 最大の問題は,SFA がイオン化過程を束縛状態から Volkov 状態への直接遷移として定式化しているた
め,トンネル障壁内部における電子状態の断熱的な変形を無視している点にある. 一般に,閉殻原子は強電場が
印加されると球対称性は破れ,異なる軌道角運動量 l を持つ状態が混ざり合う Stark混合が生じる. 特に重原
子においては,SOIによって軌道角運動量 L とスピン角運動量 S が強く結合しているため,この軌道の混ざり
合いは必然的にスピン状態の混ざり合いを引き起こす. ところが,SFAの枠組みでは,遷移後の状態をスピンや
原子核ポテンシャルに依存しない Volkov状態として扱ってしまう. これは,本来トンネル障壁内部で起こるは
ずの SOIの下での Stark混合という電子のダイナミクスを欠落してしまっている. SOIは r−3 に比例する短
距離ポテンシャルであり,その効果は原子核近傍の障壁内部でのみ顕著となる. クーロンポテンシャルのよう
に遠距離まで及ぶ相互作用であれば,CCSFA のように位相補正として摂動的に導入することも有効であるが
核近傍でのみ強く作用し,波動関数の成分そのものを変容させる SOIを,単なる摂動として扱うことは困難で
ある. また,SFAの枠組みで SOIを取り扱おうと,スピンコヒーレント状態を Volkov状態の作用に導入する現
象論的な試みもあるが,SFA の基本的な近似がトンネル障壁内部でのダイナミクスを欠落させている以上, 根
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本的な解決にはなり得ない. したがって,重原子におけるスピン偏極現象を正しく記述するためには,電場と原
子核ポテンシャル（クーロン項および SOI項）を対等に扱い,トンネル障壁内部での電子の振る舞いを記述で
きる第一原理的なアプローチが必要不可欠となる. 本研究で採用する TDSEおよび Siegert状態法は,この要
請を満たすものである.

3 数値計算手法

3.1 Finite Element Discrete Variable Representation (FEDVR)

本研究では準静的極限でのシュレディンガー方程式で Finite Element Method (FEM)の柔軟性と Discrete
Variable Representation (DVR) の高精度を兼ね備えた Finite Element Discrete Variable Representation
(FEDVR) を採用した. この手法は, 一次元座標を複数の有限要素に分割し, 各要素内部において局所的な
DVR基底を用いて波動関数を展開する方法である.[15, 16, 17]

3.1.1 ラグランジュ多項式と基底関数の構築
全領域 r ∈ [0, Rmax] を Ne 個の有限区間 [ri, ri+1] (i = 1, . . . , Ne) に分割する. ここで r1 = 0, rNe+1 =

Rmax である. 各区間内において,M 次の Gauss-Lobatto 求積法の分点 {xm}Mm=1 を用いて,以下のラグラン
ジュ多項式 fm(x) を基底関数として導入する.

fm(x) =

M∏
k=1
k 6=m

x− xk

xm − xk
(28)

この関数は, 分点上において fm(xn) = δmn という基本的な性質を満たす. 各区間 i における物理座標 r

は,局所座標 x ∈ [−1, 1] と以下の線形写像によって結ばれる.

r(i)(x) =
ri+1 − ri

2
x+

ri+1 + ri
2

(29)

FEDVRの全空間における基底関数 fα(r) は,これら局所的なラグランジュ多項式で補間することで構成さ
れる. すなわち,第 e 区間の右端点 (xM = 1) と第 e+1 区間の左端点 (x1 = −1) は同一の物理座標を持つグ
リッド点として扱われ,区間の境界で基底関数が連続するように定義される.

3.1.2 Gauss-Lobatto 求積法と Golub-Welsch method
各区間内での積分や基底関数の構築には,M 点の Gauss-Lobatto 求積法 を用いた. Lobatto 求積法 は区間

の両端 (−1, 1) を分点に含むため,境界条件の取り扱いが容易であるという利点がある. 分点 xm と重み wm

の導出には,数値的に安定な Golub-Welsch method[18]を採用した. M 点の Lobatto求積の内部 M − 2 点
は,重み関数 (1− x2) に対する直交多項式,すなわち ヤコビ多項式 P

(1,1)
n (x) (n = 0, . . . ,M − 3) の根として

与えられる. 本計算では,以下の 3項間漸化式を利用して対称三重対角行列を構築した.

xpn(x) = anpn+1(x) + bnpn(x) + cnpn−1(x) (30)

ここで,具体的には以下のパラメータを用いた.
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an = 1, bn = 0, cn =
(2n+ 3)(2n+ 4)

2(n+ 1)(n+ 3)
, dn =

n+ 2

n+ 3
(31)

この漸化式から M − 2 次の対称三重対角行列を構成し,LAPACKの DSTEVルーチンを用いてその固有値
を求めることで Lobatto点と重みを計算した.

3.1.3 ハミルトニアン行列の構築
FEDVR基底を用いたハミルトニアン行列 Hαβ の構築手順について述べる. まず,各区間 e 内部において

局所的な行列要素を計算する. 区間ごとの質量行列 M (e) の成分は,ラグランジュ多項式の直交性を利用して
以下のように対角行列として得られる.

M
(e)
ij =

∫ xi+1

xi

f
(e)
i (x)f

(e)
j (x)dx ≈ jewiδij (32)

ここで je は区間のヤコビアン,wi は求積法の重みである. また,運動エネルギーに対応する行列 K(e) は,基
底関数の微分を用いて以下のように計算される.

K
(e)
ij =

∫ xi+1

xi

dfi
dx

dfj
dx

dx =
1

je

M∑
k=1

wk
dfi
dx

(xk)
dfj
dx

(xk) (33)

次に,全領域での行列 Mglobal と Kglobal を構築する. 区間の境界点における行列要素は,その点を共有する
隣接した 2つの区間からの寄与を足し合わせることで決定される. 最終的なハミルトニアン行列 H は,正規化
された基底関数に対応させるため,全体の質量行列 Mglobal の要素を用いて運動エネルギー項をスケーリング
し,そこに対角化されたポテンシャル項を加えることで得られる.

Hij =
1

2

Kglobal,ij√
Mglobal,iMglobal,j

+ V (xi)δij (34)

ここで V (xi) は各グリッド点におけるポテンシャルエネルギーの値である. このように構築されたハミルト
ニアンは疎行列となるため,大規模な数値計算においても効率的な対角化や時間発展が可能となる場合がある.

3.2 時間依存のシュレディンガー方程式と Split-Operator法

TDSEの時間発展には,スプリットオペレーター法 (Split-Operator method) を採用した. 微小時間 ∆t に
おける時間発展演算子 Û(t+∆t, t) は,全ハミルトニアンをレーザー場を含まないもの Ĥ0 とレーザー場との
相互作用項 V̂int(t) に分割することで,以下のように近似される.

Ψ(t+∆t) ≈ e−iĤ0∆t/2e−iV̂int(t+∆t/2)∆te−iĤ0∆t/2Ψ(t) +O(∆t3) (35)

レーザー場との相互作用ポテンシャルを表す演算子 V̂int は DVRグリッド上で対角行列となるため,指数関
数演算子 e−iV̂int∆t の作用は単純な計算になる. これにより,大規模な基底系であっても高速かつ高精度な時間
発展が可能となっている.
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3.3 Siegert状態法の断熱固有値問題への適用

放物線座標系 (ξ, η, φ) を導入して, この座標系で数値的にトンネルイオン化を解析する. 実験でトンネル
イオン化を考える場合は高強度のパルスレーザーが用いられるが,そのレーザーの周波数が非常に小さい極限
の準静的の場合には, 静電場の場合と同様の理論が適用可能だと考えられる. パルスの影響が無視できない
TDSEの結果と,この Siegert状態法による準静的極限の結果を比較することで,トンネルイオン化過程におけ
るスピン偏極のメカニズムを明らかにすることが本研究の目的である. Siegert状態法については [19]を参考
にした.

3.3.1 放物線座標系における定式化
本研究では, スピン軌道相互作用を含む Siegert 状態を計算するために, 放物線座標系 ξ = r + z, η =

r− z, φ = tan−1(y/x) を用いた定式化を採用する. 全ハミルトニアン (原子単位系) は以下のように表される.

H = −1

2
∇2 + V (r) + VSOI(r) (36)

ここで V (r) = VCoulomb(r) + Fz はクーロンポテンシャルと外部電場を含むポテンシャル項である. 放物
線座標系におけるシュレーディンガー方程式 (H − E)Ψ = 0 に 1

4 (ξ + η) を乗じると,スピン軌道相互作用項
HSO = λ(r)L · S を含めて以下の形式が得られる.

[
− ∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)
− ∂

∂η

(
η
∂

∂η

)
− 1

4

(
1

ξ
+

1

η

)
∂2

∂φ2
+

ξ + η

4
(2V (ξ, η)− 2E) +

ξ + η

4
(2VSOI)

]
Ψ(ξ, η, φ) = 0

(37)
ここで波動関数を,ξ に依存する断熱固有関数 Φν(η; ξ, φ, σ) と η に依存するチャネル関数 χν(η) の積で展

開する.

Ψ(η, ξ, φ, σ) =
∑
ν

χν(η)√
η

Φν(η; ξ, φ, σ) =
∑
ν

χν(η)√
2πη

(
φν↑(ξ; η)e

i(mj−1/2)φ

φν↓(ξ; η)e
i(mj+1/2)φ

)
(38)

これを元のシュレーディンガー方程式に代入し,η の微分を含まない断熱固有値方程式と,η の微分を含む
Close-Coupling 方程式に分離する.

3.3.2 断熱固有値方程式と行列要素
断熱固有関数 Φν が満たすべき断熱固有値方程式は,η をパラメータとして以下のように記述される.

B̂(η)Φν = βν(η)Φν (39)

ここで演算子 B̂(η) の具体的な表式は以下の通りである.
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B̂(η)Φ =
∂

∂ξ

(
ξ
∂Φ

∂ξ

)
+

ξ + η

4ξη

∂2Φ

∂φ2

− 1

2
λ(ξ, η)

√
ξη

ξ + η

2
(S+e

−iφ − S−e
iφ)

∂Φ

∂ξ

+
i

2
λ(ξ, η)

ξ + η

2

(
ξ − η

2
√
ξη

(S+e
−iφ + S−e

iφ) + 2Sz

)
∂Φ

∂φ

+

[
−ξ + η

2
Vc +

Eξ

2
− Fξ2

4

]
Φ

(40)

mj を固定した場合,断熱方程式はスピノル成分に対する 2× 2 行列方程式となる.(
B̂↑↑ B̂↑↓
B̂↓↑ B̂↓↓

)(
φν↑
φν↓

)
= βν(η)

(
φν↑
φν↓

)
(41)

対角項 (B̂↑↑, B̂↓↓) は運動エネルギー項,ポテンシャル項,および LzSz 項を含み,非対角項 (B̂↑↓, B̂↓↑) はス
ピン反転を引き起こす L±S∓ 項に対応する. 具体的な行列要素は以下のように書き下される.

B̂↑↑ =
∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)
− (mj − 1/2)2(ξ + η)

4ξη
+

ξ + η

2
(Vc − E) +

1

2
(mj − 1/2)λ

ξ + η

2
(42)

B̂↓↓ =
∂

∂ξ

(
ξ
∂

∂ξ

)
− (mj + 1/2)2(ξ + η)

4ξη
+

ξ + η

2
(Vc − E)− 1

2
(mj + 1/2)λ

ξ + η

2
(43)

B̂↑↓ = −1

2
C1λ

∂

∂ξ
− 1

2
(mj + 1/2)C2λ (44)

B̂↓↑ = +
1

2
C1λ

∂

∂ξ
− 1

2
(mj − 1/2)C2λ (45)

ここで C1, C2 は放物線座標系の採用に伴う係数であり,以下のように与えられる.

C1(ξ, η) =
√
ξη

ξ + η

2
, C2(ξ, η) =

ξ2 − η2

4
√
ξη

(46)

この演算子 B̂ の行列要素を FEDVR基底を用いて計算し対角化することで,断熱固有値 βν(η) と断熱固有
関数 Φν を求めた. さらに,このようにして得られた高精度な固有ベクトルを用いることで,ヘルマン-ファイ
ンマンの定理に基づいた非断熱結合項の計算を極めて高い精度で行うことが可能となっている.

3.3.3 Close-Coupling 方程式と境界条件
チャネル関数 χν(η) が満たす Close-Coupling 方程式は,以下のようになる.
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d2χν

dη2
+

[
E

2
+

Fη

4
+

βν(η)

η
+

1

4η2

]
χν

+
∑
µ

[
2〈Φν |

dΦµ

dη
〉dχµ

dη
+ 〈Φν |

d2Φµ

dη2
〉χµ

]
+

1

2η

∑
µ

〈αν |S−|αµ〉
[
〈Φν |λ

√
ξηeiφ|Φµ〉

(
− 1

2η
+

d

dη

)
χµ + 〈Φν |λ

√
ξηeiφ|dΦµ

dη
〉χµ

]
− 1

2η

∑
µ

〈αν |S+|αµ〉
[
〈Φν |λ

√
ξηe−iφ|Φµ〉

(
− 1

2η
+

d

dη

)
χµ + 〈Φν |λ

√
ξηe−iφ|dΦµ

dη
〉χµ

]
= 0

(47)

ここで αν はチャネル ν に対応するスピン状態である. 今回は Φν のみをスピノルとして扱い,/§−, S+ と
いうのは各チャネルの φ↑, φ↓ 成分で 〈φν↑|λ|dφµ↓

dη 〉 のように計算される.

3.3.4 R行列伝搬法
各区間 [ηi, ηi+1] における動径方向の波動関数 χ(η) は,以下の連立微分方程式に従う.

(Ĥ − E)χ(η) = −1

2

[
d2

dη2
+P(η)

d

dη
+W(η)

]
χ(η) = 0 (48)

ここで P は 1階微分項の係数行列であり,非断熱結合に由来する反エルミート行列. W はポテンシャル項
などを含むエルミート行列である. 有限区間でのハミルトニアンのエルミート性を保証し,R行列を定義する
ために,以下の 2つの Bloch演算子 L̂1, L̂2 を導入する. L̂1 は通常の 2階微分項に対する区間ごとにエルミー
トを保つための演算子であり,L̂2 は 1階微分項 P に起因する演算子である.

L̂1 =
1

2

[
δ(η − ηi+1)

d

dη
− δ(η − ηi)

d

dη

]
(49)

L̂2 =
1

4
P(η) [δ(η − ηi+1)− δ(η − ηi)] (50)

各区間において,演算子 Ĥ + L̂1 + L̂2 を DVR基底を用いて行列化し,対角化を行う. 得られた区間固有値
E

(sec)
k と区間境界での幅値 uk を用いて,区間の両端点 ηa(= ηi), ηb(= ηi+1) における局所 R行列 r の各ブ
ロック成分は次のように構成される.

rαβ(E) =
1

2

∑
k

uk(ηα)u
†
k(ηβ)

E
(sec)
k − E

(α, β ∈ {a, b}) (51)

ここで,左辺の rαβ はチャネル数 × チャネル数の行列であり,右辺の和はセクター内の全固有状態 k につ
いて取られる. この局所 R行列 r を用いた全体の R行列の伝搬は,伝搬方向に応じて以下の漸化式により行
われる.
まず,原点から接続点 ηmatch へ向かう外向き伝搬では,各セクター [ηi, ηi+1] において,内側の境界 ηi での

R行列 Ri から 外側の境界 ηi+1 での R行列 Ri+1 を求める.

Ri+1 = rbb − rba(raa +Ri)
−1rab (52)
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この漸化式を原点（初期条件 R0 = 0）から適用し,接続点での外向き R行列 Rin ≡ R(ηmatch) を得る.
一方,外部境界 ηmax から接続点へ向かう内向き伝搬 では,ηi+1 での R行列 Ri+1 から ηi での R行列 Ri

を求める以下の漸化式を用いる.

Ri = raa − rab(rbb +Ri+1)
−1rba (53)

内向き伝搬の初期値となる外部境界 ηmax での R行列 Rmax は,外向きの波のみが存在するという Siegert
境界条件より解析的に与えられる.

[Rmax(E)]µν = δµν

[
χ′
ν

χν

∣∣∣∣
η=ηmax

]−1

(54)

ここで,無限遠においてクーロンポテンシャルと電場のみが残った際のチャネル関数の解 χν(η) は以下のよ
うに与えられる.

χν(η) =

√
2

(Fη)1/4
exp

[
i

(√
Fη3

3
+ E

√
η

F

)]
(55)

したがって,その対数微分は以下の通りである.

χ′
ν

χν
=

i

2

√
Fη +

iE

2
√
Fη

− 1

4η
(56)

この初期値から内向きに伝搬を行い,接続点での内向きR行列 Rout ≡ R(ηmatch)を得る. 最終的な Siegert
状態の決定条件は,接続点におけるこれら 2つの R行列の一致条件となる.

det[Rin(ηmatch;E)−Rout(ηmatch;E)] = 0 (57)

この条件を満たす複素エネルギー E を割線法を用いて探索することで,Siegert状態のエネルギーと崩壊率
(Γ = −2Im[E]) を決定することができる.
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4 計算結果 I: 1光子イオン化

4.1 TDSEによるイオン化確率とスピン偏極

1光子過程については, まず TDSEを用いて光電子の運動量分布とエネルギースペクトルを計算した. 図 1
に光電子運動量分布を, 図 2にエネルギースペクトルを示す. 初期状態 j = 3/2,mj = 3/2 からのイオン化に
おいて, エネルギースペクトルは理論的な予測と一致するガウス分布形状を示している. スピン偏極に関して
は, スピンアップ成分の収量がスピンダウン成分に対して約 40倍程度大きく, 明確なスピン偏極が確認された.

図 1: 1 光子イオン化過程における光電子運動量分布 (TDSE). (上) スピンアップ (下) スピンダウン. 初期
状態 j = 3/2,mj = 3/2.
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図 2: 1光子イオン化過程における光電子エネルギースペクトル.
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4.2 散乱による位相差に起因する干渉メカニズムの検証

TDSE 計算で得られたスピン偏極の起源が, 部分波間の位相差による干渉効果であることを確認するため,
摂動論に基づく解析を行った. 具体的には, 初期状態 j = mj = 3/2 から双極子遷移によって生成された連続
状態が, クーロンポテンシャルとスピン軌道相互作用の影響下で散乱される過程を記述する積分方程式を数値
的に解き, 各散乱チャネルの位相差と動径積分を評価した.[20][21]
初期状態 j = mj = 3/2 からの 1光子イオン化では, 遷移選択則により最終状態の軌道角運動量は l = 2 (d

波) のみが寄与する. さらにスピン軌道相互作用により, 最終状態は j = 5/2 と j = 3/2 の 2つの散乱チャネ
ルに分裂する. これら 2つのチャネルは有効ポテンシャルが異なるため, それぞれのチャネルで異なる散乱位
相のずれ δl,j が生じる. この位相差が, スピンアップ成分とスピンダウン成分の間で異なる干渉条件をもたら
し, 結果としてスピン偏極が発生する.
図 4に, この理論モデルに基づいて計算されたスピン成分の比率を示す. また, 図 3に各散乱チャネルの位

相を示す. これらの結果から, 摂動的な解析に基づく理論モデルにおいても 101 ∼ 102 倍程度のスピン偏極比
が生じることが示され, TDSE計算で得られた結果と定量的に良い一致を示した. これは, 1光子過程における
スピン偏極が, 波動関数の動的な干渉効果に支配されていることを裏付けている.

1枚目のグラフでは横軸は連続状態になった光電子の運動エネルギー (a.u.)であり,破線は干渉がない場合
の各スピン成分の大きさを示す. 位相のずれによって,干渉が起こった実際のスピン成分の大きさは実線で示
されている. 2枚目のグラフでは,横軸は連続状態の光電子エネルギー (a.u.)であり,スピンの比率が緑色の実
線で示されている.
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図 3: 干渉項とスピン成分の大きさ
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図 4: 部分波の干渉効果として計算されたスピン偏極とその比率.
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5 計算結果 II: トンネルイオン化

5.1 TDSEによる光電子運動量分布 (PEMD) の解析

TDSE 計算により得られた, トンネルイオン化後の電子波束の運動量分布を解析した. 図 5 に, 初期状態
j = 3/2,mj = 3/2 からハーフサイクルパルスによってイオン化された光電子の 2次元運動量分布を示す. 両
成分の分布形状の違いを定量的に検証するため, トンネル出口付近のダイナミクスを反映する垂直運動量分布
W (k⊥) を kz = 2.0 において抽出した. その両対数グラフを図 6に示す. 分布の裾について W (k⊥) ∝ kα⊥ の
両対数グラフで直線 y = ax+ b でのフィッティングを行った結果, 以下のべき指数が得られた.

• スピンアップ成分: α ≈ 1.99 (R2 = 0.99999)
• スピンダウン成分: α ≈ 3.98 (R2 = 0.99999)

この結果は, トンネル理論において予測される k
2|ml|
⊥ の依存性と比較すると, |ml| = 1 の場合のべき指数 2,

および |ml| = 2 の場合のべき指数 4 に極めて高い精度で一致している. これは, スピンアップ成分が ml = 1,
スピンダウン成分が ml = 2 という特定の角運動量状態として選択的にトンネルしていることを示している.

図 5: TDSE 計算による光電子運動量分布. (上) スピンアップ成分, (下) スピンダウン成分. 初期状態
Xe(5p, j = 3/2,mj = 3/2).
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図 6: 垂直運動量分布 W (k⊥) の両対数プロット (kz = 2.0 a.u.). フィッティングによるべき指数が示されて
いる. (上) スピンアップ成分, (下) スピンダウン成分.
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5.2 Siegert状態法による断熱接続と非断熱相互作用の評価

前節で示唆された断熱性を定量的に裏付けるため, Siegert 状態法を用いて, 電子がトンネル障壁内を進行
する過程での状態遷移を解析した. 断熱固有値方程式を解いたのち,η についての端点での断熱ポテンシャル
の値が 0 に近いものから順に 10 チャネルを選択し, Close-Coupling 方程式を R 行列伝搬法で解いた. 表 1
に, 最終的に得られた全 10 チャネルの占有確率を示す. この表から明らかなように, 初期状態 (j = 3/2) は
99.9999% 以上の確率でチャネル 9 (Channel 9) と呼ばれる単一の Stark状態へと断熱的に接続されている.
他のチャネルへの遷移確率は最大でも 10−7 オーダーであり, トンネル過程における非断熱遷移は極めて抑制
されていることがわかる.

表 1: Siegert状態法により算出された全イオン化チャネルの占有確率と含まれるスピン成分.

断熱チャネル イオン化振幅 (|χν |2) スピンアップ スピンダウン
1 1.8295× 10−7 1.0000 1.5877× 10−15

2 1.2716× 10−10 4.0202× 10−14 1.0000

3 1.2096× 10−9 1.0000 1.8915× 10−14

4 8.4151× 10−9 2.9166× 10−14 1.0000

5 2.6221× 10−8 1.0000 3.5917× 10−14

6 1.4749× 10−12 3.2692× 10−14 1.0000

7 1.0327× 10−8 1.0000 5.1248× 10−14

8 8.8005× 10−14 4.0378× 10−14 1.0000

9 0.9999 1.0000 6.5060× 10−14

10 6.2552× 10−14 4.9116× 10−14 1.0000

さらに, この高い断熱性の起源を理解するために, 方程式に含まれる非断熱結合項の大きさを領域ごとに詳
細に評価した. Siegert状態法では計算領域を複数の区間に分割して波動関数を接続している. 図 7に, 核近傍
から遠方への代表的な区間における非断熱結合行列要素の絶対値を示す. ここで Pnac は座標系の変化に伴う
有効磁場項, Wmat はスピン軌道相互作用に由来する非断熱遷移項を表す.
図から明らかなように, 核近傍からトンネル領域出口付近に至るまで, 非断熱結合行列には隣接するチャネ

ル間の遷移が消失し, 1つ飛ばしのチャネル間で結合が生じる特徴的な市松模様状の構造が観察される. これ
は考察で後述するように, 核近傍におけるポテンシャルのパリティ対称性が保存されているため, パリティの
異なる隣接チャネル (p ↔ d 等) 間の遷移が強く抑制されていることを直接的に示している. 特に, スピン反
転にはパリティの異なる軌道への遷移が必要となるが, この選択則により P および W の項によるスピン混合
が効果的に抑制されている様子が見て取れる.
各 η における断熱ポテンシャル βν(η)の様子を図 8に示す.
核近傍では準位の交差が起こるが, 十分に遠方では各チャネルは平行になり, 非断熱遷移が起きにくい形を

とる.
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(a) η = 1.75: Pnac (b) η = 1.75: Wmat

(c) η = 2.75: Pnac (d) η = 2.75: Wmat

(e) η = 4.75: Pnac (f) η = 4.75: Wmat

(g) η = 24.75: Pnac (h) η = 24.75: Wmat

図 7: 各区間における非断熱結合行列要素の絶対値. 左列は有効磁場による非断熱遷移の項 Pnac, 右列はスピ
ン軌道相互作用による非断熱遷移項 Wmat を示す.
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図 8: Siegert状態法により得られた断熱ポテンシャル曲線 βν(η)
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6 考察

6.1 1光子過程とトンネル過程におけるスピンダイナミクスの本質的相違

1光子イオン化過程におけるスピン反転は,遷移後の連続状態において異なる部分波が干渉することによっ
て生じる散乱現象であった. この過程では,電子はポテンシャル障壁の上を飛び越えるため,選択則によって許
される全てのチャネルが同時に開いている. したがって,原理的に複数の経路の混合は避けられない. そのた
め初期状態の純粋性は動的な散乱プロセスによって失われることになる.
これに対し,本研究で明らかにしたトンネルイオン化の物理的描像はこれとは対照的である. トンネル過程

では,次節で詳述するエネルギーギャップと対称性の保存によって選別された単一の断熱チャネルが支配的と
なる. この静的な選別効果により,電子はポテンシャル障壁自体がフィルターとして機能することで初期状態
のスピン純度を保ったままイオン化する. 結論として,遷移過程のエネルギー領域の違いが,支配的なメカニズ
ムの違いを生み,それが最終的なスピン偏極度の劇的な差を決定づけていると考えられる.

6.2 核近傍における近似的対称性の保存

一般にクーロンポテンシャルのような l についての縮退がある系では,微弱な電場であっても縮退した状態
間で 1次の Stark効果によって Stark混合が生じる. しかし,本研究で対象とする Xe原子のような多電子系
の 1電子状態においては,異なる角運動量をもつ状態間の縮退は解けている. このエネルギーギャップが存在
するため,核近傍における Stark混合は,電場との相互作用がギャップよりも小さい限りにおいて摂動的な寄
与 (二次の Stark効果) に留まると考えられる. 従って,核近傍においては近似的に軌道角運動量 l が良い量子
数として振る舞い,パリティ保存則などの選択則が有効に機能する.
パリティ演算子 P̂ は電場が存在する場合ハミルトニアンに対して非可換である ([Ĥ, P̂ ] 6= 0). したがって,

一般にはパリティは保存されない. しかし, 核近傍においてはクーロンポテンシャルが電場に対して支配的
(|VCoulomb| � |VField|),加えて状態間のエネルギーギャップが存在するため,パリティは近似的に保存される.
同様のことが軌道角運動量演算子 L̂2 についても言え,この領域では,[Ĥ, L̂2] ≈ 0が成立する. これにより,核
近傍では Stark混合などの相互作用は極めて小さい. よって,核近傍では,波動関数の形状は支配的なクーロン
ポテンシャルによって決定され,確定したパリティを持つ原子軌道に漸近する. この領域においてパラメータ
η を変化させても,ポテンシャルの対称性が維持されている限り,波動関数の特性は保存されたまま断熱的に変
形する. それにより,今回の Xeの場合は非断熱遷移 〈Φf | d

dη |Φi〉は等しいパリティ間でのみ有意な値を持ち,
異なるパリティ間の影響は高次の補正となり,強く抑制される.
この対称性の保存則は,交換関係を用いて記述することができる. 遷移の強さを決定する演算子 (相互作用ハ

ミルトニアンや非断熱結合項など)を Ôとし,対称性を表す演算子 (パリティや回転対称性)を Ŝ とする. この
領域では [Ô, Ŝ] ≈ 0が成立するため,始状態 |i〉と終状態 |f〉の間の行列要素Mfi について以下の関係が成り
立つ.

〈f |[Ô, Ŝ]|i〉 = (si − sf )〈f |Ô|i〉 = (si − sf )Mfi ≈ 0 (58)

ここで si, sf はそれぞれの状態側の対称性に対応する固有値である. この式は,つまり S が近似的に,良い量
子数として扱える範囲で si 6= sf の場合,遷移振幅Mfi = 〈f |Ô|i〉が強く抑制されて,高次の補正となること
を意味する. つまり,ポテンシャル曲線が接近して非断熱遷移が起こり得る状況であっても,系自体が対称性を
保持する限り,異なる対称性を持つ状態への遷移は強く抑制される.
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スピン反転もこの選択則によって説明される. 例として j = mj = 3/2 の初期状態 (p 軌道, 奇パリティ)
を考える. 電場方向の全角運動量保存 (mj = 3/2) により, スピンが反転するためには, 軌道角運動量成分が
ml = 2となる状態へ遷移しなければならない. ml = 2を持つには少なくとも l ≥ 2が必要であり,候補とし
ては d軌道 (偶),f軌道 (奇)などが挙げられる. ここで前述の核近傍での近似的なパリティ保存則を適用する
と, 非断熱結合による遷移は同パリティ間でのみ許容されるため, 奇パリティを持つ初期状態 (p) から偶パリ
ティの状態 (d)への遷移は強く抑制される. したがって,スピン反転に寄与できるのは f軌道のような高次の
奇パリティ状態への遷移だけとなる. しかしそのような高角運動量状態への遷移はエネルギーギャップと遠心
力ポテンシャルによって物理的に強く抑制される. 結果として,電子は初期状態のスピンを保ったままトンネ
ルする.
この物理的状況は, 数値計算された断熱ポテンシャル曲線の振る舞い, そして非断熱遷移の大きさからも確

認できる. 核近傍（η ∼ 0）においては,複数のポテンシャル曲線が接近し,一見すると非断熱遷移が起こりや
すい状況にあるが,非断熱遷移の強度からは異なるパリティ間の遷移が 0に非常に近づき,市松模様のような
構造が現れることが確認できる. 結果として,ポテンシャル曲線上で接近している領域においても,実際に電子
が遷移できる経路は制限されており,電子は初期状態に対応する単一のチャネルに留まらざるを得ない.
強調すべきは,この対称性保存則はあくまで核近傍における近似的なものであるということである. 束縛状

態から無限遠までの過程において,核近傍で保存される近似的な対称性が,最終的な連続状態におけるスピン成
分の保存を保証する重要な役割を果たしている.

6.3 トンネルイオン化における断熱的接続

全体として系は電場の方向に対する角運動量の射影mj を保存する. 核近傍ではクーロンポテンシャルが支
配的だったが,障壁内を進むにつれて電場ポテンシャルの影響が強くなり,最終的には SFAのように電場のみ
と相互作用しているとみなすことができる領域に到達する. この過程で,電子は準静的近似が成立する場合,Φ
は断熱的に変化し,初期状態から連続状態へと滑らかに接続される. この際に,核近傍では原子軌道の形を残し
ていた Φは Stark混合の影響を受けて,複数の l が混合した状態へと変化する. しかし,この過程はスピン反
転を起こす非断熱遷移によって生じるのでなく,初期状態のmj ,特にスピンのアップとダウンが決まった際は
ml を保持した Stark状態への断熱的な変化によって起こる. そして十分遠方に達した場合はスピンの反転を
引き起こす SOIは非常に弱くなるため,スピン成分はほとんど変化しないまま連続状態に到達する. つまり

|l, s, j,mj〉
断熱的−−−→ |Ψ(mj)Stark〉 (59)

のように, 球座標での角運動量表示から, 電場によって歪んだ放物線座標での初期状態の mj に対応する
Stark混合状態への断熱的な接続が起こる. つまり,核近傍での元の軌道の情報を保持した状態と,遠方で出て
くる Stark 混合された状態は一対一で対応している. この断熱的接続こそが, スピン状態の保存を保証する.
スピン反転を引き起こすためには, 軌道角運動量の変化 (∆l 6= 0) を伴う非断熱的な遷移が必要となる. しか
し,前述のパリティ保存や遠心力ポテンシャルによって,そのような遷移は強く抑制される. その結果,電子は
初期状態のスピン配向を維持したままトンネルし,トンネル出口においても極めて高いスピン純度 (スピン偏
極度)が保存されることになる. したがって,j = mj = 3/2の初期状態から,1光子イオン化とは対照的にスピ
ンダウン成分が極端に抑制される現象や,mj = 1/2における弱電場近似から期待されるml 6= 0が抑制される
振る舞いも,すべてこの断熱的な情報保存則によって統一的に説明される.
一般に,トンネルイオン化によって原子や分子の軌道の情報を得る際は再散乱過程 (rescattered trajectory)
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と直接過程 (direct trajectory) の干渉縞を解析することになる.[22] 鮮明な干渉縞を得るための条件は,参照波
となる直接過程の電子が,確定した位相関係を持つコヒーレントな状態である必要がある. もし,トンネル過程
で電子が複数の Stark混合した状態へランダムに遷移してしまうと,電子は混合状態となり,コヒーレンスは
失われる. しかし本研究の結果は,近似的な対称性の保存と断熱的な接続により,電子が初期状態と断熱的につ
ながった単一のチャネルを選択的に通ってイオン化することを示している. 単一の経路を経由した状態は純粋
状態そのものであり,したがって高いコヒーレンスが期待される. 逆に,インコヒーレントな混合状態となった
場合は干渉縞の可視度 (visibility) が著しく低下し,軌道の構造についての情報は失われてしまう. つまり,本
研究が示した断熱接続による純粋状態の維持というメカニズムは,これまで暗黙の前提とされてきたなぜトン
ネルイオン化電子は明確な干渉縞を作ることができるかという問いに対し,明快な理由を与えるものである.
ここで明確にしておくべき点として,本研究で示した近似的対称性の保存と断熱的接続は,あくまで γ � 1

の準静的極限において成り立つものである. したがって,現実の強レーザー場下においては,パルスの立ち上が
り・立ち下がりの時間変化など動的な効果が無視できない. 実際に,本研究で TDSEを用いて計算した結果で
は,パルス幅が短くなるほどスピンダウン成分が増加し,スピン偏極度が低下する傾向が mj = 1/2で見られ
た. また,複数のピークを持つ場合は電子が瞬間的に電場に追従するというふるまいがどこまで成り立つのか,
その限界も明確にする必要がある. しかし,本研究で明らかにした静的な Siegert状態に基づく断熱的な描像
は,トンネルイオン化現象の最も基礎的な構造を記述するものである. TDSEによって記述される,より複雑な
ダイナミクスや非断熱的な効果も,この堅牢な断熱的構造を出発点とし,そこからの動的な補正の積み重なりと
して理解することが可能となる.

6.4 光電子運動量分布 (PEMD)による断熱的接続の検証

本研究で提唱した各スピン成分が Stark 状態の特定のチャンネルへ断熱的に接続されるというモデル
は,TDSE 計算から得られたトンネル電子の光電子運動量分布 (PEMD) の解析からも強く支持される. 一般
に,トンネル出口における電子の偏光と垂直な方向の運動量分布 W (k⊥) は,k⊥ → 0 近傍において,トンネル
する軌道の磁気量子数 ml に依存した W (k⊥) ∝ k

2|ml|
⊥ のべき乗則に従うことが知られている.[5] 初期状態

j = mj = 3/2 の場合,全角運動量保存則 (mj = ml +ms) から,各スピン成分が取り得る軌道角運動量成分
は一意に定まる.

• スピンアップ成分 (ms = +1/2): ml = 3/2− 1/2 = 1

• スピンダウン成分 (ms = −1/2): ml = 3/2− (−1/2) = 2

もし本研究のモデル通り,電子が核近傍で形成された状態から断熱的に各 Stark状態へと接続され,量子数
ml を保持したままトンネル障壁を抜けてくるのであれば,観測される PEMDはこの ml 依存性を明確に反映
しているはずである. 実際に TDSE計算の結果から,スピンアップ成分は理論通り k2⊥ (|ml| = 1) に比例する
分布を示した. さらに特筆すべきは,極めて微量なスピンダウン成分についてである.この成分はノイズに埋も
れることなく,明瞭に k4⊥ (|ml| = 2) に比例する分布構造を持つことが確認された.
この事実は,本研究の断熱的接続モデルの正当性を決定的に裏付けるものである. なぜなら,もしスピンダウ

ン成分が 1光子過程のような散乱とそれに伴う干渉,または数値計算上のランダムなノイズによって生成され
たものであれば, このような整然とした特徴を持つ理由はどこにもないためである. スピンダウン成分が k4⊥

に従うという事実は,その成分が核近傍で ml = 2 の特性を持つ Stark状態へと断熱的に接続され,その量子
数を持ったままトンネル障壁を透過してきたことの直接的な証拠である.
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さらに,この結果はスピン反転確率が極めて低い理由も同時に説明する. ml = 2 を持つ状態は,トンネル過
程において l ≥ 2 に由来する高い遠心力障壁 l(l+1)

2r2 を感じる. この高い障壁がトンネル確率を指数関数的に抑
制するため,スピン反転成分 (ml = 2)は,主成分であるスピンアップ成分 (ml = 1)に比べて圧倒的に生成さ
れにくくなる. つまり,観測された低いスピン反転率と k4⊥ の分布は,以下のメカニズムを支持している. すな
わち,核近傍におけるポテンシャルの対称性と遠心力障壁による非断熱遷移の抑制,そして特定された ml を
持つ状態が対応する Stark状態へと断熱的に接続されるという一連のプロセスである. 核近傍におけるエネル
ギーギャップによる選択則からトンネル出口の運動量分布に至るまで,電子は強電場によって構造が破壊され
るのではなく,その構造の情報を持ったまま断熱接続を経て外界へと取り出されているといえる.

7 結論
本研究では,重原子である Xe原子を対象に,強レーザー場中におけるトンネルイオン化過程に伴うスピン偏

極ダイナミクスについて解析を行った. 解析手法として,TDSEと,γ � 1の準静的極限に対応する Siegert状
態法という,動的および静的双方の第一原理計算アプローチを採用した. 特に 5p軌道における j = mj = 3/2

というスピンアップ成分のみを着目し,従来の研究ではブラックボックスとして扱われることの多かったトン
ネル障壁内部での電子状態の変遷と,スピン偏極が生成される微視的機構を解明した.
本研究により得られた最も重要な知見は,非摂動領域であるトンネルイオン化過程における電子のスピンダ

イナミクスが非断熱混合には支配されず,断熱接続によって記述されるという事実である. 解析の結果,重原子
のトンネルイオン化において高いスピン偏極度が維持される物理的機構として,以下の三段階のプロセスが明
らかとなった.
第一に, 核近傍におけるポテンシャルの近似的対称性による非断熱遷移の抑制である. 重原子の核近傍では

スピン軌道相互作用が強く働くため, 通常であればスピン状態の混合が生じやすい. しかし, 本研究の解析によ
り, 核近傍の深いポテンシャル領域ではクーロン場が外部電場に対して支配的であるため, パリティ対称性が
近似的に保存されていることが確認された. 全角運動量射影 mj が保存される条件下でスピン反転が生じるた
めには, 軌道角運動量の変化 (例えば p 軌道から d 軌道への遷移など) が必然的に要求される. しかし, 前述の
近似的なパリティ保存則が選択則として機能するため, このようなパリティの変化を伴う非断熱遷移は強く制
限される. その結果, 電子は強力なスピン軌道相互作用の下にありながらも, 初期のスピン状態と軌道の対称性
を保持したまま断熱的に遷移することが明らかとなった.
第二に,Stark状態への断熱的な接続である. 外部電場の印加に伴い,原子系は球対称な固有状態から放物線

座標系で記述される Stark状態へと移行する. この際,電子状態はランダムに混合するのではなく,核近傍で定
義された磁気量子数 ml などの性質を保存したまま,対応する Stark状態へと断熱接続されていくことが明ら
かとなった. 具体的には,初期状態 j = 3/2,mj = 3/2 から出発した場合,スピンアップ成分は ml = 1 の特
性を持つチャンネルへ,スピンダウン成分は ml = 2 の特性を持つ状態へと,初期状態の情報に基づいて 1対 1
で接続されていく. これが,トンネル過程における高いコヒーレンスと純粋状態の維持を保証し,再散乱による
干渉縞で原子,分子内の情報を得られる前提条件になる.
第三に, 遠心力障壁によるスピンダウン成分の抑制である. 上記の断熱接続の結果,j = mj = 3/2 からト

ンネルイオン化をした場合, スピン反転に対応する成分は必然的に ml = 2 という高い角運動量成分を持つ
Stark 状態に割り当てられる. トンネルイオン化過程において, この ml = 2 の成分は l ≥ 2 に由来する高
い遠心力障壁 l(l+1)

2r2 をトンネルする必要がある. トンネル確率は障壁の厚さと高さに対して指数関数的に減
衰するため, この遠心力障壁の存在がスピンダウン成分の放出を極限まで抑制する. 一方, スピンアップ成分
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(ml = 1) は相対的に低い障壁を感じるため優先的にイオン化し,結果として放出電子において極めて高いスピ
ン偏極度が実現される.
この理論モデルの正当性は,TDSE計算から得られたトンネル電子の光電子運動量分布の解析によって決定

的に裏付けられた. 偏光に垂直な方向の運動量分布において,主成分であるスピンアップ成分は k2⊥ に,微弱な
スピンダウン成分は k4⊥ に比例する分布形状を示した. 既存の理論が予測する k

2|ml|
⊥ というべき乗則への完

全な一致は,観測されたスピンダウン成分が計算誤差や 1光子過程のような散乱によるものではなく,確かに
ml = 2 という量子数を持って障壁を透過してきたことを支持している. すなわち,スピン反転率が低いという
こと,分布が k4⊥ に従うということは,断熱的接続によってml = 2をもったスピンダウン成分が遠心力障壁に
よって強く抑制されたということを表している.
結論として,トンネルイオン化過程は単にポテンシャルが傾いたことで電子がランダムにトンネル現象を通

じて連続状態になるのではなく,1光子吸収のような選択則とは異なるメカニズムで,核近傍の量子状態 ml,ms

をポテンシャル障壁で選別し,外界へと断熱的に取り出すフィルターとして機能しているといえる. 本研究で
確立されたこの物理像は,前述したように厳密には γ � 1で成り立つ描像である. しかし,既存の近似理論で
は見落とされていたトンネル過程の微視的構造を明らかにするものであり,アト秒科学におけるトンネルイオ
ン化を用いた電子波束の精密操作や,次世代のスピン偏極電子源開発に対する強固な理論的基盤を与えるもの
である.
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Appendix A 数値計算プログラムの全体構成
本研究で用いた数値計算プログラムは, 時間依存シュレーディンガー方程式（TDSE）を除き, 全て有限要

素離散表示法（FEDVR法）を基盤として構築されている. それらを積分方程式法,Siegert状態法に適用し,1
光子過程とトンネルイオン化過程の解析を行った. 今回作成したプログラムは Github 上で公開されており
（https://github.com/psybababa/AMO-toolbox）, 開発には AIアシスタントツール Github Copilot も
活用した. 以下, 本付録ではプログラムの理論的な背景から実装上の工夫, テストの結果に至るまでを解説
する.

Appendix B 有限要素離散表示法 (FEDVR法)
有限要素離散表示法（Finite Element Discrete Variable Representation; FEDVR法）は, 有限要素法と離

散変数表示法（DVR法）を組み合わせた数値計算手法である.
本研究では主に動径方向の区間 r ∈ [0, Rmax] を Ne 個の有限要素に分割し, 各要素内で n 個の Gauss-

Lobatto 点を用いた Lagrange 多項式を基底関数として波動関数を展開した.

B.1 Golub-Welsch法による Lobatto点と重みの計算

FEDVR法において基底関数の定義および数値積分に用いる分点（ノード）と重みは, Gauss-Lobatto 求積
法に基づき決定される. n 次の Gauss-Lobatto 求積法では, 区間の両端点 x1 = −1, xn = 1 を分点として固
定し, 内部の n − 2 個の分点を Jacobi 多項式 P

(1,1)
n−2 (x) の零点として定める. 本プログラムでは, これら高

次の直交多項式の零点および対応する重みを安定的かつ高速に求めるために, Golub-Welsch 法を採用し実装
した.

B.1.1 直交多項式の三項間漸化式
一般に, 直交多項式系 {pk(x)} は以下の三項間漸化式を満たす.

akpk+1(x) = (bk + ckx)pk(x)− dkpk−1(x) (B.1)

Gauss-Lobatto 点（内部点）は, パラメータ α = 1, β = 1 を持つ Jacobi 多項式の零点に対応する. 本実装で
は, 内部の分点数 N = n− 2 に対して, デジタルライブラリ DLMF の定義に基づき以下の係数を用いた.

ak = 1 (B.2)
bk = 0 (B.3)

ck =
(2k + 3)(2k + 4)

2(k + 1)(k + 3)
(B.4)

dk =
k + 2

k + 3
(B.5)

B.1.2 実対称三重対角行列への変換
Golub-Welsch 法では, 直交多項式の三項間漸化式を行列形式に書き直すことで, 多項式の零点を求める問

題を実対称三重対角行列（Jacobi 行列）の固有値問題に帰着させる.

https://github.com/psybababa/AMO-toolbox
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まず, 正規化された直交多項式系 {p̃k(x)} を導入すると, 前述の漸化式は次のような対称な形式に変形で
きる.

xp̃k(x) = βk−1p̃k−1(x) + αkp̃k(x) + βkp̃k+1(x) (B.6)

ここで, αk は対角要素, βk は非対角要素に対応する係数であり, 元の漸化式の係数 {ak, bk, ck, dk} を用いて
以下のように算出される.

αk = −bk
ck

(今回はbk = 0 のため αk = 0) (B.7)

βk =

√
akdk+1

ckck+1
(B.8)

この関係式を k = 1, . . . , N について並べ, x = xi が多項式の零点（すなわち p̃N+1(xi) = 0）である条件を
課すと, 以下の固有値方程式が得られる.

xip̃(xi) = Jp̃(xi) (B.9)

ここで p̃(x) は多項式の値を成分とするベクトル, J は以下で定義される N × N の実対称三重対角行列で
ある.

J =


α1 β1 0

β1 α2
. . .

. . . . . . βN−1

0 βN−1 αN

 (B.10)

したがって, この行列 J を対角化して得られる固有値が, 求める Gauss-Lobatto 求積の分点 xi となる.

B.1.3 固有値問題の解法と重みの決定
構築した行列 J の固有値 λi が求める内部の分点 xi (i = 2, . . . , n− 1) となり, 対応する重み wi は正規化

された固有ベクトル v(i) の第 1 成分を用いて算出される. 本プログラムでは, 実対称三重対角行列の対角化
ルーチンとして LAPACK の DSTEV を使用し, 固有値および固有ベクトルを計算した.
内部点の重みは, Jacobi 多項式 (α = 1, β = 1)の 0次モーメント µ0 =

∫ 1

−1
(1− x2)dx = 4/3 を用いて, ま

ず一時的な重み w′
i = µ0(v

(i)
1 )2 として求められた. 最終的な Lobatto 求積の重み wi は, これを (1− x2i ) で

除算することで得られる.
最後に, 固定された両端点 (x1 = −1, xn = 1) の重みは以下のように解析的に与えられる.

w1 = wn =
2

n(n− 1)
(B.11)

以上の手順により, 任意の次数 n に対して区間 [−1, 1] の Gauss-Lobatto 求積の分点と重みを効率的に計算
できる.

B.2 全体の区間の構築

FEDVR 法では前節で述べたように, 系の定義域（本研究では r ∈ [0, Rmax]）を Ne 個の有限区間に分割
し, 各区間ごとに Lagrange 多項式を基底として波動関数を展開する. 第 e 番目の区間を [r

(e)
a , r

(e)
b ] とし, 区

間 ξ ∈ [−1, 1] を用いると, 区間内の任意の点 r(ξ) は以下のように表される.

r(ξ) =
r
(e)
b − r

(e)
a

2
ξ +

r
(e)
b + r

(e)
a

2
(B.12)
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この際, 各区間内での行列表示の際の積分に現れるヤコビアンは一定値となり,

Je =
dr

dξ
=
r
(e)
b − r

(e)
a

2
(B.13)

で与えられる. このヤコビアンを用いることで, [−1, 1] で Golub-Welsch 法により求められた分点の重み wref
k

は, 任意の要素の重み
w

(e)
k = Je w

ref
k (B.14)

へと変換される.
各有限区間の境界では連続条件を満たすために端点での処理が必要となる. 今回の実装では隣接する区間 e

と e+ 1 は, 端点 r
(e)
b = r

(e+1)
a を共有しており, この点に対応する基底関数は両方の区間に共通なものとして

扱われる.
数値的には, この共有された端点において, 隣接する二つの区間から得られる寄与の和を取ることで, 波動

関数が区間をまたいで連続になるようにしている. 具体的には, 区間 e の終端に対応する成分と, 次の区間
e+ 1 の始端に対応する成分を同一視し, それぞれからの行列要素を加え合わせることで, 接続点における運動
エネルギーおよびポテンシャルの寄与を反映させている. 一方で, 物理的な定義域の両端である r = 0 および
r = Rmax では, 物理的な境界条件を明示的に課す必要がある. 本研究では, 束縛状態を扱う際は原点での正則
性と,遠方で波動関数が消失することを考慮し,

Ψ(0) = Ψ(Rmax) = 0 (B.15)

というディリクレ境界条件を採用した.

B.3 ハミルトニアン行列要素の構築

B.3.1 Lagrange多項式の重心形式による微分
FEDVR 法で用いられる Lagrange 多項式 Lj(ξ) は, 区間 [−1, 1]上の分点 {ξi} において

Lj(ξi) = δji (B.16)

を満たすように定義される. この多項式は通常, 以下の積の形で表される.

Lj(ξ) =

n∏
k=1
k 6=j

ξ − ξk
ξj − ξk

(B.17)

しかし, この積形式をそのまま数値計算に用いると, 分点数 n が大きくなるにつれて丸め誤差が蓄積し, 不安
定になる.
そこで本研究では, 数値的に安定かつ高精度な評価が可能な重心形式を採用した. まず, 各分点 ξj に対して

重心重み vj を

vj =
1∏

k 6=j(ξj − ξk)
(B.18)

として定義する. この重心重みを用いると, Lagrange 多項式は次のように書き換えられる.

Lj(ξ) =
vj

ξ − ξj

/ n∑
k=1

vk
ξ − ξk

(B.19)
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この重心形式は, 分点 ξi における評価も安定に行うことができ, また Lagrange 多項式の微分を導出する際に
も見通しが良い.
次に, 運動エネルギー行列の構築において必要となるのは, 分点上での Lagrange 多項式の微分

Dij = L′
j(ξi) (B.20)

である. 重心形式で与えられた Lj(ξ) を微分し, ξ → ξi の極限をとることで, 微分行列 D の各成分は以下の
解析的な式で与えられる. まず, 非対角成分 (i 6= j) は

Dij =
vj
vi

1

ξi − ξj
(B.21)

となる. 一方, 対角成分については, Lagrange 多項式が満たす恒等式

n∑
k=1

Lk(ξ) = 1 (B.22)

を微分することで
∑n

k=1 L
′
k(ξ) = 0 が成り立つことを用いると,

Dii = −
n∑

k=1
k 6=i

Dik =

n∑
k=1
k 6=i

1

ξi − ξk
(B.23)

と求められる.
本プログラムでは, まず重心重み vj を計算し, 続いて上記の解析式に基づいて [−1, 1] 上の微分行列 D を

構築している.

B.3.2 運動エネルギー
運動エネルギー演算子は

T̂ = −1

2

d2

dr2
(B.24)

で与えられる. 要素 e に対応する区間 [r
(e)
a , r

(e)
b ] における行列要素 T

(e)
mn は

T (e)
mn =

∫ r
(e)
b

r
(e)
a

fm(r)

(
−1

2

d2

dr2

)
fn(r) dr (B.25)

として定義される. ここで部分積分を行い, 境界項が消失することを利用すると,

T (e)
mn =

1

2

∫ r
(e)
b

r
(e)
a

dfm
dr

dfn
dr

dr (B.26)

と Lagrange 基底関数の微分を用いて書くことができる.
次に, 区間 ξ ∈ [−1, 1] から区間 r ∈ [r

(e)
a , r

(e)
b ] への線型写像を用いる. このとき,ヤコビアンを用いて

d

dr
=
dξ

dr

d

dξ
=

1

Je

d

dξ
, dr = Je dξ (B.27)

が成り立つため, 積分は次のように変換される.

T (e)
mn =

1

2

∫ 1

−1

(
1

Je

dfm
dξ

)(
1

Je

dfn
dξ

)
Je dξ =

1

2Je

∫ 1

−1

dfm
dξ

dfn
dξ

dξ (B.28)
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この積分に対して Gauss-Lobatto 求積法を適用することで, 数値計算に落とし込むことができる. FEDVR
基底関数 fm(ξ) は Lagrange 多項式であるため, その微分値は前節で導入した微分行列

Dkm =
dfm
dξ

∣∣∣∣
ξ=ξk

(B.29)

を用いて評価できる. 求積の重みを wk とすると, 運動エネルギー行列要素は次の離散和として計算される.

T (e)
mn ≈ 1

2Je

n∑
k=1

wkDkmDkn (B.30)

この表式は, [−1, 1] で一度だけ構築された微分行列 D と重み w を用い, それらを写像することで全ての有限
要素における運動エネルギー項を効率的に計算できることを示している.

B.3.3 ポテンシャルエネルギー項
ポテンシャルエネルギー行列要素 V

(e)
mn は

V (e)
mn =

∫ r
(e)
b

r
(e)
a

fm(r)V (r) fn(r) dr (B.31)

で与えられる. 区間 [−1, 1] への変換を用いると

V (e)
mn = Je

∫ 1

−1

fm(ξ)V (r(ξ)) fn(ξ) dξ (B.32)

となる.
ここでも Gauss-Lobatto 求積法を適用する. Lagrange 基底関数が分点において

fm(ξk) = δmk (B.33)

を満たす性質を用いると, 行列要素は次のように簡略化される.

V (e)
mn ≈ Je

n∑
k=1

wk fm(ξk)V (r(ξk)) fn(ξk) (B.34)

= JewmV (rm) δmn (B.35)

ここで w
(e)
m = Jewm は要素 e での重み, rm = r(ξm) は分点の座標である. この結果, ポテンシャルエネル

ギーの行列要素は対角行列となる.

B.3.4 固有値問題の解法
以上の手続きにより, 各要素ごとに得られた運動エネルギー行列とポテンシャルエネルギー行列を組み合わ

せることで, 全体のハミルトニアン行列が構成される. この行列は疎な帯行列構造を持つ実対称行列である.
この性質を利用し, 既存の LAPACK のルーチン等を用いて対角化や線型方程式を効率的に解くことができる.

B.4 水素原子による検証

有限要素離散表示法（FEDVR法）の実装検証として, 水素原子（クーロンポテンシャル V (r) = −1/r）の
基底状態から第 10励起状態までのエネルギー準位と波動関数を計算した. FEDVR 基底は r ∈ [0, 350] の範
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図 1: 左：水素原子のエネルギー準位 (1s 10s), 青丸：数値計算, 赤 ×：理論値 En = −1/2n2. 右：s軌道の波
動関数 (1s 5s).

表 1: 水素原子のエネルギー準位の計算値と理論値の比較

n Ecalc Etheory 差分 |Ecalc − Etheory|
1 −0.500 −0.500 2.72× 10−14

2 −0.125 −0.125 3.80× 10−15

3 −0.0556 −0.0556 1.99× 10−15

4 −0.0313 −0.0313 8.40× 10−15

5 −0.0200 −0.0200 9.73× 10−15

6 −0.0139 −0.0139 3.99× 10−15

7 −0.0102 −0.0102 2.79× 10−15

8 −0.00781 −0.00781 1.76× 10−15

9 −0.00617 −0.00617 1.45× 10−14

10 −0.00500 −0.00500 7.87× 10−11

囲を 10区間に分割し, 各区間に 100点の Gauss-Lobatto 点を配置して構築した. 対角化には LAPACK の実
対称行列の対角化用ルーチンである DSPEV を用いた.
水素原子のクーロンポテンシャルに対する FEDVR 法を用いた対角化により, 基底状態から n = 10までの

エネルギー準位を 10桁以上の精度で再現できることが確認された. 有限差分法を用いた場合が 10−6 程度の
精度に,現実的に計算可能な時間で留まるのに対し, FEDVR 法はそれより早い計算時間で高精度な結果を得
られることが示された.
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Appendix C 積分方程式法による 1光子過程の解析
1光子過程の場合の解析には, 動径方向の双極子モーメントに対する積分と, 連続状態になった後にスピン

軌道相互作用（SOI）とクーロンポテンシャルによって散乱された際に生じる位相のずれの計算が必要である.
散乱状態（連続状態）の波動関数を計算するために, 本研究では Gonzales らによって提案された積分方程式
法（Integral Equation Method; IEM）を採用し, これを FEDVR 基底上で実装した. この手法は, 全領域を
有限要素に分割し, 各要素ごとに局所的な積分方程式を解いた後, それらを全領域で接続することで, 高精度か
つ数値的に安定な連続状態の波動関数と位相のずれを得ることができる.

C.1 シュレディンガー方程式の積分方程式への変換

運動エネルギー E = k2/2 における動径方向のシュレディンガー方程式[
d2

dr2
+ k2 − V (r)

]
ψ(r) = 0 (C.36)

は, 自由粒子のグリーン関数 G(r, r′) を用いることで, 以下の積分方程式に書き換えることができる.

ψ(r) = sin(kr) +

∫ Rmax

0

G(r, r′)V (r′)ψ(r′) dr′ (C.37)

ここで V (r) は遠心力項を含む有効ポテンシャルである. グリーン関数 G(r, r′) は r と r′ の大小関係によっ
て条件分けされ,以下のように与えられる.

G(r, r′) = −1

k

{
sin(kr) cos(kr′) (r < r′)

cos(kr) sin(kr′) (r > r′)
(C.38)

これにより,以下では sin(kr) に比例する成分と cos(kr) に比例する成分に分解して扱うことができる.

C.2 要素ごとの局所解の計算

全積分領域 [0, Rmax] を Ne 個の有限要素に分割する. 各要素 e の内部において, sin 成分および cos 成分
に対応する以下の 2 つの積分方程式の局所解 ye(r) および ze(r) を定義する.

ye(r)−
∫

elem
G(r, r′)V (r′)ye(r

′) dr′ = sin(kr), (C.39)

ze(r)−
∫

elem
G(r, r′)V (r′)ze(r

′) dr′ = cos(kr). (C.40)

ここで
∫

elem は要素内での積分を意味し, 要素内で波動関数 ψe(r) は, これらの局所解の線型結合として表
される. これらの積分方程式を数値的に解くために, FEDVR の分点と重みを用いて積分を和に置き換え, 以
下のように離散化する. 要素内の分点の数を n とすると, 上記の式はそれぞれ以下の n 元連立一次方程式と
なる.

n∑
j=1

(δij −Kij)ye(rj) = sin(kri),

n∑
j=1

(δij −Kij)ze(rj) = cos(kri). (C.41)
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ここで K はグリーン関数と有効ポテンシャルから構成される行列であり, その要素 Kij は以下のように具体
的に計算される.

Kij = wjV (rj)G(ri, rj) = −wjV (rj)

k
×

{
sin(kri) cos(krj) (j > i : rj > ri)

cos(kri) sin(krj) (j < i : rj < ri)
(C.42)

本実装では, このようにグリーン関数からK を構築し, 得られた係数行列 (I−K) を持つ方程式を LAPACK
の DGESV ルーチンを用いて解くことで, 局所解ベクトル y, z を求めた.

C.3 全体的な解の構築と端点での接続条件

C.3.1 要素ごとの係数 Ae, Be の定義
各有限要素 e における散乱波動関数 ψe(r) は, 前節で求めた 2 つの局所解 ye(r) および ze(r) の線型結合

として
ψe(r) = Ae ye(r) +Be ze(r) (C.43)

と表される. ここで Ae および Be は各要素に対応する係数であり, 元の全区間で定義された積分方程式を要
素区間 [r

(e)
a , r

(e)
b ] に分解した際の積分項の寄与（境界条件）を反映した量である.

グリーン関数の構造から, これらの係数は次のような積分によって定義される.

Ae = 1− 1

k

∫ Rmax

r
(e)
b

cos(kr′)V (r′)ψ(r′) dr′, (C.44)

Be = −1

k

∫ r(e)a

0

sin(kr′)V (r′)ψ(r′) dr′. (C.45)

式 (C.44)は要素 e より外側の領域からの寄与を, 式 (C.45)は要素 e より内側の領域からの寄与を表している.

C.3.2 要素内部で計算される積分の定義
式 (C.44)および (C.45)に含まれる波動関数 ψ(r′)に,各要素 pにおける展開 ψp(r

′) = Ap yp(r
′)+Bp zp(r

′)

を代入すると, 積分は要素ごとの寄与の和として書き直すことができる. そこで, 各要素の内部で以下の積分量
をあらかじめ計算しておく.

cyp =
1

k

∫ r
(p)
b

r
(p)
a

cos(kr′)V (r′) yp(r
′) dr′, czp =

1

k

∫ r
(p)
b

r
(p)
a

cos(kr′)V (r′) zp(r
′) dr′, (C.46)

syp =
1

k

∫ r
(p)
b

r
(p)
a

sin(kr′)V (r′) yp(r
′) dr′, szp =

1

k

∫ r
(p)
b

r
(p)
a

sin(kr′)V (r′) zp(r
′) dr′. (C.47)

これらの積分は, ポテンシャルの形が既知であれば, 各要素内で FEDVR の分点と重みを用いて評価すること
ができる.



9

C.3.3 係数に対する線型方程式系
上で定義した積分を用いると, 係数 Ae および Be の定義式は, 全要素にわたる係数 {Ap, Bp} を未知数と

する連立一次方程式に書き換えられる.

Ae = 1−
Ne∑

p=e+1

(cypAp + czpBp) , (C.48)

Be = −
e−1∑
p=1

(sypAp + szpBp) . (C.49)

これらの式を全要素についてまとめることで, 以下の 2Ne × 2Ne の線型方程式が得られる.



1 0 cy2 cz2 . . . cyNe czNe

0 1 0 0 . . . 0 0
sy1 sz1 1 0 . . . 0 0
0 0 sy2 sz2 1 0 . . .
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1 0





A1

B1

A2

B2

...
ANe

BNe


=



1
0
0
0
...
1
0


(C.50)

本実装では, この線型方程式系を LAPACK の DGESV ルーチンを用いて数値的に解くことで全領域での
Ae, Be を決定し,外側の端点での境界条件を満たす波動関数を構築した.

C.4 位相のずれの計算と境界条件

1光子過程におけるスピン偏極ダイナミクスの解析には, 双極子遷移モーメントの計算に加え, SOI とクー
ロンポテンシャルによる散乱位相のずれが必要になる. 散乱問題における位相のずれは, 短距離ポテンシャル
の影響が無視できる十分遠方 (r = Rmax) における波動関数の漸近形から決定される. 本研究で扱う系のよう
にクーロンポテンシャルが存在する場合, 自由粒子の球ベッセル関数ではなく Coulomb 関数を漸近解として
用いる必要がある. したがって, 観測される全位相のずれは, 短距離ポテンシャルによる位相のずれ δl にクー
ロン位相 σl を加えた δl + σl となる.
十分大きな Rmax において, 数値的に得られた波動関数 ψ(Rmax) は, 正則 Coulomb 関数 Fl と非正則

Coulomb 関数 Gl の線形結合と接続される.

ψ(Rmax) ∝ Fl(kRmax) + tan δlGl(kRmax) (C.51)

本研究では, IEM により求めた区間の右端 Rmax での ψ(Rmax) およびその微分 ψ′(Rmax) を用い, Coulomb
関数とのロンスキアンの関係から位相のずれ δl を抽出した.

tan δl =
ψ(T )F ′

l (kT )− ψ′(T )Fl(kT )

ψ′(T )Gl(kT )− ψ(T )G′
l(kT )

(C.52)

ここで, Coulomb 関数 Fl, Gl およびその微分, ならびにクーロン位相 σl の計算には, FRESCO プロ
ジェクト (https://www.fresco.org.uk/) から提供されている COUL90ルーチンを用いた. 本ルーチンは
Lentz-Thompson アルゴリズムによる連分数展開を用いて F ′

l /Fl の比を計算し,高精度かつ安定に Coulomb
関数を評価している.

https://www.fresco.org.uk/
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Appendix D シーガート状態法によるトンネルイオン化過程の解析
トンネルイオン化過程の場合の解析には, 放物線座標でクーロンポテンシャルと電場を考慮してシュレー

ディンガー方程式を解いた. その際に解の形として Siegert状態を用いた. この方法では断熱固有値方程式,そ
して close-coupling方程式の二つを解く必要がある. 前者は対角化によって解くことができる一方で,後者で
は, 無限遠における外向き波の境界条件を満たすように関数を伝搬する必要がある. 本研究ではスピノル成分
は断熱固有関数 Φにのみ含み,チャネル関数 χは 1成分で計算を行った.

D.1 断熱ハミルトニアンの構築と対角化の実装

断熱固有値方程式を解く際は断熱パラメータ η を固定するごとに, 演算子 B̂(η) を FEDVR法を用いて離
散化し,固有値問題として解いている. 以下に, 行列の具体的な構成法, 微分演算子の数値的処理, および対角
化の手順について詳述する.

D.1.1 全行列の構造と基底展開
断熱固有関数 Φν(η; ξ, φ, σ)は,各要素 eごと,更に要素の中でスピノル成分ごとに Lagrange多項式 {fk(ξ)}

で展開される.

Φe
ν ≈

n∑
k=1

c
(ν,e)
k,↑ fk(ξ)| ↑〉+

n∑
k=1

c
(ν,e)
k,↓ fk(ξ)| ↓〉 (D.53)

ここで nは各要素内の分点数, | ↑〉, | ↓〉はスピン成分である. この展開に基づき, 離散化された全体の行列要
素 B は, 要素数と分点数によって決まる全体の自由度 N とスピン自由度 2 を合わせた 2N × 2N の大きさを
持つ行列として構成される.

B =

(
B↑↑ B↑↓
B↓↑ B↓↓

)
(D.54)

ここで対角ブロック Bσσ (σ ∈ {↑, ↓}) は運動エネルギーおよびスピンを保存するポテンシャル項を含み, 非
対角ブロック Bσσ′ はスピン軌道相互作用によるスピン反転項を表す. それぞれの大きさは N ×N である.

D.1.2 微分演算子の離散化と境界条件
演算子 B̂ の運動エネルギー項 ∂

∂ξ

(
ξ ∂
∂ξ

)
は次のように数値計算に落とし込んだ. 基底関数 fi, fj に対する

行列要素 Tij は以下のように変形される.

Tij =

〈
fi

∣∣∣∣ ∂∂ξ
(
ξ
∂

∂ξ

)∣∣∣∣ fj〉
=

[
fi(ξ)ξ

dfj
dξ

]ξmax

ξmin

−
∫ ξmax

ξmin

dfi
dξ
ξ
dfj
dξ
dξ (D.55)

ここで,区間の両端で波動関数がゼロになり,第一項が無視できると仮定した. 残った積分項は, FEDVR の求
積重み wk と微分行列 Dki = f ′i(ξk) を用いて以下の和として計算される.

Tij ≈ −
∑
k

wkξkDkiDkj (D.56)
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D.1.3 Bを構成する各ブロック行列の要素
各ブロック行列の要素は, Lagrange 多項式の性質（fi(ξk) = δik）を利用して以下のように構築される.

■1. 対角ブロック (B↑↑,B↓↓) 運動エネルギー項 Tij に加え, クーロンポテンシャルと遠心力ポテンシャル,
電場項, そしてスピン軌道相互作用のうち LzSz に由来する項が含まれる. 運動エネルギー項を除いたものは
対角要素としてのみ寄与するため, このブロック行列は以下のように与えられる.

(Bσσ)ij = Tij + δij

[
Veff(ξi, η) + V diag

SOI (ξi, η, σ)
]

(D.57)

ここで Veff にはクーロン項, 電場項, 遠心力項が含まれ, V diag
SOI は LzSz に由来する.

■2. 結合ブロック (B↑↓,B↓↑) スピン反転を引き起こす項は, スピン軌道相互作用の L · S から現れる
LxSx, LySy を昇降演算子で書き直した L+S− および L−S+ に由来する. 一階微分を含む項と φに対する微
分から現れる項があり,前者によって非対角成分が現れる.
最終的に,この要素ごとに組み立てられた 4つのブロック行列を組み合わせて全区間における一つのB行列

を構築する.

D.1.4 断熱固有値と断熱固有関数の利用
以上の手順により, 固定された断熱パラメータ η に対して, 断熱固有値 βν(η) と対応する断熱固有関数

Φν(η; ξ, φ, σ) が対角化を行うことで数値的に得られる. これらの断熱固有値は, 放物線座標における断熱ポテ
ンシャルを与え,close-coupling方程式を解く際に必要となる. また, 本研究では断熱固有関数を FEDVR 基底
上で表現しているため,分点 ξk および対応する重み wk が既知である. この性質により,close-coupling方程
式に現れる非断熱遷移項の計算がヘルマン-ファインマンの定理を用いて効率的に評価することができる. つ
まり,定理から 〈

Φµ

∣∣∣∣ ∂∂η
∣∣∣∣Φν

〉
=

〈
Φµ

∣∣∣∂B̂(η)
∂η

∣∣∣Φν

〉
βµ(η)− βν(η)

(D.58)

が成り立ち, ∂B̂(η)
∂η は解析的に求めることができるので非断熱遷移の大きさについて分点と重みを用いて計

算することができる. このように, FEDVR法を用いることで,非断熱遷移項の計算が容易になるという利点が
ある.

D.2 close-coupling方程式の実装と Siegert状態法

最終的にトンネルイオン化レートや各断熱チャネルへのイオン化振幅を求めるためには, 放物線座標での
close-coupling方程式を解く必要がある. 本プログラムでは,原点ではディリクレ条件を満たし,無限遠では外
向き波の境界条件を与え,そして接続点での 内側と外側から伝搬してきた R行列の一致条件を満たす複素エ
ネルギー E を探索するアルゴリズムを実装した.
端点 ηmax においては, クーロンポテンシャルと外部電場 F が支配的となる. ここで,無限遠においてクー

ロンポテンシャルと電場のみが残った際のチャネル関数の解 χν(η) は以下のように与えられる.

χν(η) =

√
2

(Fη)1/4
exp

[
i

(√
Fη3

3
+ E

√
η

F

)]
(D.59)
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この解の対数微分を計算すると, 以下のようになる.

1

χν

dχν

dη

∣∣∣∣
ηmax

= − 1

4η
+ i

(√
F

2

√
η +

E

2
√
F
√
η

)
(D.60)

全体の端点での R行列は, この対数微分の逆数を持つ対角行列として構成される.

[Rout(ηmax)]µν = δµν

[
χ′
ν

χν

]−1

(D.61)

D.2.1 接続条件と複素エネルギーの探索
Siegert 状態の複素エネルギー E は, 原点から伝搬した R行列 Rin と, 無限遠から伝搬した R行列 Rout

が, 任意の接続点 ηmatch において一致する条件から決定される.

det [Rin(ηmatch;E)−Rout(ηmatch;E)] = 0 (D.62)

今回の実装では初期条件として与えたエネルギー E に対して内側と外側から R行列伝搬を行い, 接続点での
行列式の値を計算した. この行列式がゼロとなる根（エネルギーとイオン化レート）を求めるために, 割線法
を用いた.

D.2.2 イオン化振幅の決定
エネルギー E が収束した後, 各断熱チャネルへのイオン化振幅を決定する. 接続点 ηmatch において, 全断

熱チャネルについての関数 χ およびその微分 χ′ が連続である条件は以下のように書ける.

χin = χout, χ′
in = χ′

out ≡ C (D.63)

ここで C は接続点における共通の微分ベクトルである. R行列の定義式 χ = Rχ′ を用いると,この連続条件
は以下のように変形される.

RinC = RoutC ⇒ (Rin −Rout)C = 0 (D.64)

求める必要がある C は, 行列 (Rin −Rout)C = 0の非自明な解である. 各チャネル関数の微分 C が定まれ
ば, 関係式 χ = RinC により波動関数の値も一意に定まる. 理論上は det(Rin −Rout) = 0であるため, この
行列は非自明な解を持つ. しかし,今回は数値計算によってそれを安定して得ることが難しく,収束が不安定に
なったため,特異値分解を用いて近似的に解を求めた. 具体的には, 行列 Rdiff = Rin −Rout に対して SVD
を行い, 以下のように分解した.

Rdiff = (Rin −Rout) = UΣV† (D.65)

ここで最小の特異値（理論上はゼロ）に対応する V の列ベクトル（右特異ベクトル）を解 C として採用し
た. こうすることで,Rdiff を左から掛けたときにできる限りゼロに近くなるベクトルを安定的に得た. 得られ
たベクトルは全断熱チャネルについてノルムが 1になるように規格化され, これを各断熱チャネルへのイオン
化振幅の計算に用いた.
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