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1 概要

原子や分子内のクーロン相互作用程度の強度を持つレーザー電場を原子や分子に照射すると，原
子・分子のポテンシャルは歪められ，それらに束縛された電子はポテンシャルの壁を貫いてトンネ
ルイオン化をすることができる．直線偏光の電場を加えれば，レーザー電場が時間とともに反転す
ることで電子は元の原子・分子内に戻り，さまざまな再衝突過程を起こす．再衝突によって電子の
エネルギーが光に変換された場合，これは高次高調波過程となり，短波長レーザーの発生源とな
る．これらの観点から，強電場による原子・分子のトンネルイオン化に関する研究はアト秒科学に
とって重要なものとなっている．[1] 強電場中の原子・分子の状態を表す方法の一つにシーガート
状態 [2]がある．先行研究 [3]では，強電場中の水素分子イオンについて，原点で正則かつ外向き波
境界条件を満たす解であるシーガート状態のエネルギー固有値を求めている．一般に，電場中の原
子や分子のエネルギーは複素数となり，E = ϵ− iΓ/2のように表される．ここで実部の ϵと虚部の
Γはそれぞれシーガート状態のエネルギーとイオン化レートを表し，イオン化レートは電子がどれ
ほどトンネルイオン化しているかを表す量となっている．また先行研究 [4]では，σ 状態における
水素分子イオンの核間距離 Rおよび電場強度 F の関数としてシーガート状態のエネルギー固有値
を求め，特定の核間距離 R0，電場強度 F0において水素分子イオンの異なるエネルギー状態が異な
るエネルギー状態が複素関数における分岐点と同じ性質を持つこと，すなわち (R,F)平面上で一周
するように複素エネルギーを変化させると元のエネルギーと一致しないことが示されている．この
ような点 (R0, F0)は (R,F )空間上の例外点と呼ばれている．更に，赤外レーザーパルスに晒され
た水素分子イオンが陽子と水素分子に分離していく際，レーザー強度が例外点に達しているか否か
で終状態が変化することも理論的に示されている．
水素分子イオンの状態は，分子軸回りの量子数 mが異なる π 状態，δ 状態などがあり，π 状態
においても例外点が見出されている [5]．しかし，これらの研究では電場が分子軸と平行な場合に
限って例外点を探索したものであり，電場と分子軸が平行でない場合に例外点が存在するかは判明
していない．そのため本研究では，σ状態の水素分子イオンに対して，分子軸に対して角度 β で入
射する一様な強電場を加えたサインの複素エネルギーを数値的に求め，電場の大きさと核間距離に
よるエネルギー変化の関係性を観察し，例外点を探した．これには先行研究 [3][4]と同様のシー
ガート法による解析を用いた．

2 理論

2.1 一様静電場中の水素様原子
z軸方向に電場 F が印加された水素様原子のシュレーディンガー方程式は{

− ℏ2

2m
∇2 − Ze2

4πϵ0r
+ eFz

}
ψ(r) = Eψ(r) (1)
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である．ただし，mは電子の換算質量，Ze, eは原子核および電子の電荷，ϵ0 は真空の誘電率であ
る．これを解くために，以下のように定義される放物座標 (ξ, η, ϕ)を用いる．

ξ = r + z (0 ≤ ξ ≤ ∞) (2a)

η = r − z (0 ≤ η ≤ ∞) (2b)

ϕ = arctan
(y
x

)
(0 ≤ ϕ ≤ 2π) (2c)

(2d)

放物座標系におけるラプラシアンは
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 = 4
ξ + η

[
∂

∂ξ
ξ
∂

∂ξ
+ ∂

∂η
η
∂

∂η

]
+ 1
ξη

∂2

∂ϕ2 (3)

となり，体積要素は

dxdydz = 1
4

(ξ + η)dξdηdϕ (4)

となる．ポテンシャルエネルギーは

eFz = 1
2
eF (ξ − η) (5)

となる．また，以下では簡単のために電荷素量 e,電子質量me，作用量子 ℏを基本単位とする原子
単位系を用いる．これを元に方程式 (1)を書き直すと

∂

∂ξ

(
ξ
∂ψ

∂ξ

)
+ ∂

∂η

(
η
∂ψ

∂η

)
+

(
1
4ξ

+ 1
4η

)
∂2ψ

∂ϕ2 +
[

1
2
E(ξ + η) + Z − 1

4
F ′(ξ2 − η2)

]
ψ = 0 (6)

となる．ただし，F ′ =
√

4πϵ0F．この式は

ψ = u1(ξ)u2(η) exp(imϕ) Z = Z1 + Z2 (7)

と置くことにより変数分離できる．
d
dξ

(
ξ

du1

dξ

)
+

(
1
2
Eξ + Z1 − m2

4ξ
− 1

4
F ′ξ2

)
u1 = 0 (8a)

d
dη

(
η

du2

dη

)
+

(
1
2
Eη + Z2 − m2

4η
+ 1

4
F ′η2

)
u1 = 0 (8b)

この 2式は F ′ の前の符号が変わっていることを除けば同じ形をしている．与えられた E,F ′ につ
いてこれらを解くことにより，Z1, Z2が決まる．しかし Z = Z1 + Z2という条件があるため，E と
F ′ の関係が求まる．すなわち F ′ の関数としてエネルギーが決まる．

2.1.1 F’=0の場合
(8a),(8b)を摂動論で解くために，まず F ′ = 0の場合について考える．この場合，どちらも同じ
ものになるため，(8a)のみに注目する．式を見やすくするために

ϵ =
√

−2Eρ1 = κξ (9)

λ1 = Z1/κ (10)
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とおいて変形すると {
d2

dρ2
1

+ 1
ρ1

d
drho1

− 1
4

+ λ1

ρ1
− m2

4ρ1

2}
u1(ρ1) = 0 (11)

となる．ρ1 → ∞では，1/ρ1 と 1/ρ2
1 に比例する項を無視できて{

d2

dρ2
1

− 1
4

}
u1(ρ1) = 0 (12)

となり，正則な解は

u1(ρ1)|ρ1→∞ ∝ e−ρ1/2 (13)

のように振る舞う．一方で ρ1 → 0では{
d2

dρ2
1

+ 1
ρ1

d
dρ1

− m2

4ρ2
1

}
u1(ρ1) = 0 (14)

より，正則な解の振る舞いは

u1(ρ1)|ρ1→0 ∝ ρ
|m|/2
1 (15)

となる．これらより，

u1(ρ1) = e−ρ1/2ρ
|m|/2
1 v(ρ1) (16)

と置くと v(ρ1)についての方程式{
ρ1

d2

dρ2
1

+ (|m| + 1 − ρ1) d
dρ1

+ λ1 − 1
2

(|m| + 1)
}
v(ρ1) = 0 (17)

を得る．これは合流型超幾何関数の微分方程式で，その解は

v(ρ1) = CL(|m|)
n1

(ρ1) (18)

となる．ここで L
(α)
N (x), (x ∈ [0,∞])は一般化ラゲールの多項式，C は規格化定数である．また，

添字にある n1 は

n1 = λ1 − 1
2

(|m| + 1) = 0, 1, 2, · · · (19)

である．ηについても同じ方程式であるから

ρ2 = κη (20)

λ2 = Z2/κ (21)

と置くと，同様に

n2 = λ2 − 1
2

(|m| + 1) = 0, 1, 2, · · · (22)
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を得る．λ1 と λ2 の和を nとすると

n = λ1 + λ2 = n1 + n2 + |m| + 1 = 1, 2, 3, · · · (23)

となる．束縛状態の固有値 E は

E = −κ2

2
= −1

2

(
Z1 + Z2

n

)2

= − Z2

2n2 (24)

となり，既知の水素様原子の束縛状態のエネルギーと一致する．ここで n1, n2は放物量子数と呼ば
れ，磁気量子数 mと合わせて水素様原子の状態を指定する 3つの量子数である．さらに，式 (19)
と (22)から κ = Z/nを用いると

Z1 =
(
n1 + |m| + 1

2

)
ϵ ϵ =

√
−2E (25)

を得る．固有関数は式 (7)のように ξ, η, ϕの関数の積で表される．式 (18)に出てくる定数 C は以
下の規格化によって得られる．

1 =
∫

|ψ(r)|2dV = 1
4

∫ ∞

0
dξ

∫ ∞

0
dη

∫ 2π

0
dϕ|ψ(r)|2(ξ + η) (26)

整数引数の一般化ラゲール多項式についての積分∫ ∞

0

{
L

(|M |)
N (x)

}2
e−xx|M |dx = (N + |M |)!

N !
(27)∫ ∞

0

{
L

(|M |)
N (x)

}2
e−xx|M |+1dx = (N + |M |)!(2N + |M | + 1)

N !
(28)

を使って規格化を行うと，波動関数は

ψn1n2m(r) =
√

2
n
κ3/2

√
n1!n2!

(n1 + |m|)!(n2 + |m|)!

× e−κ(ξ+η)/2κ|m|(ξη)|m|/2L|m|
n1

(κξ)L|m|
n2

(κη)e
imϕ

√
2π

(29)

となる．ただし，κ = Z/nで，主量子数 n = n1 + n2 + |m| + 1である．

2.1.2 摂動論
前節の結果を利用して F ′ が 0でないときの Z1 の摂動を F ′ の 1次まで求めると

Z
(1)
1 = ⟨u1| 1

4
F ′z |u1⟩ (30)

=
∫ ∞

0

(
1
4
F ′z

)
u2

1dξ (31)

= 1
4
F ′ 1
ϵ

(6n2
1 + 6n1|m| +m2 + 6n1 + 3|m| + 2) (32)
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同様に (8b)を解いて Z
(0)
2 , Z

(1)
2 を得る．その結果，

Z = Z(0) + Z(1) = (Z(0)
1 + Z

(0)
2 ) + (Z(1)

1 + Z
(1)
2 ) (33)

= ϵn+ 3
2
F ′

ϵ2
(n1 − n2)n (34)

となる．式 (33)を ϵについて解くと，F ′ の 1次の項まででは

ϵ = Z

n
− 3

2
F ′( n

Z
)2(n1 − n2) (35)

となる．したがって，エネルギー E は F ′ の 1次の項までで

E = −1
2
ϵ2 = −1

2
Z2

n2 + 3
2
F ′n

Z
(n1 − n2) (36)

F ′ の 1次の後までの範囲では，エネルギーはmに依存しない．

2.2 自由空間中の水素分子イオン
直交座標系において，陽子 2つが (0, 0, 0), (0, 0, R)に固定されてる水素分子イオンについて考
える．自由空間中の水素分子イオンの電子の運動に対するハミルトニアン H0 は

H0 = −1
2

∇2 − 1
r1

− 1
r2

+ 1
R

(37)

となる．ただし r1 = |r|, r2 = |r − (0, 0, R)|はそれぞれ 2つの陽子からの距離であり，簡単のため原
子単位系を用いた．
ここで式 (38)で定められる楕円座標系 (ξ, η, ϕ)を導入する．

ξ = r1 + r2

R
(38a)

η = r1 − r2

R
(38b)

ϕ = arctan
(y
x

)
(38c)

このとき

− 1
r1

− 1
r2

= − Rξ

(ξ2 − η2)R2/4
= − 4

R

ξ

ξ2 − η2 (39)

∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 = 4
R2(ξ2 − η2)

[
∂

∂ξ

{(
ξ2 − 1

) ∂
∂ξ

}
+ ∂

∂η

{(
1 − η2) ∂

∂η

}]
+ 4
R2(ξ2 − 1)(1 − η2)

∂2

∂ϕ2 (40)

であるから，

H0 = − 2
R2(ξ2 − η2)

[
∂

∂ξ

{(
ξ2 − 1

) ∂
∂ξ

}
+ ∂

∂η

{(
1 − η2) ∂

∂η

}]
+ 2
R2(ξ2 − 1)(1 − η2)

∂2

∂ϕ2 − 4
R

ξ

(ξ2 − 1)(1 − η2)
+ 1
R

(41)
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と表すことができ，H0 の時間に依存しないシュレーディンガー方程式

H0ψ(r) = Eψ(r) (42)

は

ψ(r) = X(ξ)Y (η)Φ(ϕ) (43)

と変数分離することによって
d2Φ
dϕ2 = −m2Φ (44a)[

d
dξ

{(
ξ2 − 1

) d
dξ

}
− 2Rξ − m2

ξ−1
+ λξ2 +A

]
X = 0 (44b)[

d
dη

{
(1 − η2) d

dη

}
− m2

1 − η2 − λη2 −A

]
Y = 0 (44c)

と 1次元の問題にすることができる．ここでm,Aは変数分離の定数であり，

λ = R− ER2

2
. (45)

X(ξ), Y (η)の節の数をそれぞれ nξ, nη とすると，水素分子イオンの状態は nξ, nη,mによって指定
することができる．水素分子イオンの状態は R → 0の融合原子極限や，R → ∞の分離原子極限に
おける状態によって区別することができる．[6] R → 0の場合，楕円座標は

ξ =
r +

√
x2 + y2 + (z −R)2

R
→ 2r

R
(46)

η =
r −

√
x2 + y2 + (z −R)2

R
= r

R

[
1 −

√
1 + 2Rz

r2 + R2

r2

]
(47)

≈ r

R

[
1 − 1 − 1

2

(
R2

r2 − 2Rz
r2

)]
= −1

2

(
R

r
− 2z

r

)
→ z

r
= cos θ (48)

のように極座標に移行する．このときの状態は，水素様原子と同じ量子数 (n, l,m)で指定される．
一方で R → ∞の場合は

ξ → 1 + r − z

R
, η → −1 + r + z

R
(49)

となり，放物座標 (2)に対応する．この座標系での原子の状態は，2.1節で示したように量子数
(n1, n2,m)で指定される．X(ξ), Y (η), exp(imϕ)の節の数をそれぞれ nξ, nη,mとして，融合原子，
分離原子の量子数と関係付けると，中間に位置する分子構造の性格が明らかになる．得られる関係
式は

nr ≡ n− l − 1 = nξ = n1 (50)

l −m = nη =

2n2 (nηが偶数のとき)

2n2 + 1 (nηが奇数のとき)
(51)
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となる．これらの関係から，有限な核間距離における分子軌道の特徴を，R → 0,∞の両極限の
原子軌道関数から推定できる．分子軌道の名称は，どちらかの極限における原子軌道名に加え，
|m| = 0, 1, 2, · · · に対応する記号 σ, π, δ，2つの陽子の中点に対する反転に関して奇関数・偶関数で
あることを意味する記号 g，u(それぞれドイツ語の gerade,ungeradeを表す)を用いて表される．例
えば，融合原子極限で分子軌道を区別する場合，1sσg，2pπu などと表される．また融合原子極限
で区別する場合は，σg の記号の後ろに軌道名を記すのが一般的である．例えば，融合原子極限で
命名された 1sσg は，分離原子の極限では各原子の 1s軌道になるので σg1sとも書かれ，2pσu も分
離原子では 1s軌道になるため σu1sと書かれる．

2.2.1 一様静電場中の水素分子イオン
静電場 F = (F sin β, 0, F cosβ)が存在する場合の水素分子イオンのハミルトニアンH は，式 (41)
で表される自由空間中の水素分子イオンのハミルトニアン H0 を用いて

H = H0 + F · r = H0 + Fx sin β + Fz cosβ (52)

と表される．Hの固有関数 |Ψ⟩と固有値Eを求めるために，整数 αで区別される量子数 {nξ, nη,m}
で指定された H0 の固有関数 |α⟩を用いて

|Ψ⟩ =
∑

α

cα |α⟩ (53)

と展開することができると仮定する．H |Ψ⟩と |α′⟩の内積を取ると，

⟨α′|H |Ψ⟩ =
∑

α

cα ⟨α′|H0 |α⟩ + F sin β ⟨α′|x |α⟩ + F cosβ ⟨α′| z |α⟩ (54)

=
∑

α

cαδαα′ϵα + δm,m±1F sin β ⟨α′|x |α⟩ + δm,m±1F cosβ ⟨α′| z |α⟩ (55)

となり，これは係数 cα に対する同次方程式であり，非自明な解が存在するには行列式がゼロであ
ることが必要である．この行列式を解くことによって，電場中の水素分子イオンのエネルギーを近
似的に求めることができる．

2.3 一様静電場中の原子・分子のシーガート状態
水素様原子を除いて，原子や分子は多くの電子や原子核を含む複雑な系である．これを解析する
にあたって，原子核は電子と比べて数千倍も重いことから，原子核の位置を固定した近似を用い
る．そして，原子や分子内の多くの電子のうちイオン化に関与する 1つの電子のみに着目し，着目
した電子と他の電子や原子核との相互作用は有効ポテンシャル V (r)として扱うことにする．これ
は有効一電子近似と呼ばれる．つまり扱うシュレーディンガー方程式は[

−1
2

∆ + V (r) + Fz − E

]
ψ(r) = 0 (56)
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となる．ここで，有効ポテンシャル V (r)に対する条件として，遠方でクーロン相互作用程度に十
分早く減衰するものとする．つまり，

V (r)|r→∞ = −Z

r
(57)

2.3.1 断熱展開
一般に，F > 0の一様性電場中の原子や分子は放物座標 (2)における η → ∞の方向にイオン化
する．そこで，無限遠で波動関数の振幅がゼロにならない唯一の変数 ηを遅い変数，すなわち断熱
パラメーターとした断熱展開法によってシュレーディンガー方程式を構築する．式 (56)を変形し
て，遅い変数 ηを他の 2つの変数と分けて考えて[

∂

∂η
η
∂

∂η
+ B(η) + Eη

2
+ Fη2

4

]
ψ(ξ, η, ϕ) = 0 (58)

B(η) = ∂

∂ξ
ξ
∂

∂ξ
+ 1

4

(
1
ξ

+ 1
η

)
∂2

∂ϕ2 − ξ + η

2
V (ξ, η, ϕ) + Eξ

2
− Fξ2

4
(59)

という形で表す．このシュレーディンガー方程式に対して外向き波境界条件と規格化条件を満たし
た状態がシーガート状態である．固有値は

E = ϵ− iΓ
2

(60)

のように複素数で表され，実部の ϵと虚部の Γはそれぞれシーガート状態のエネルギーとそのイオ
ン化レートを表す．また，固有関数 ψ(ξ, η, ϕ)も複素数となり，

1
4

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ 2π

0
ψ(ξ, ηϕ)dξdηdϕ = 1 (61)

で規格化される．B(η)は ξ, ϕに関する演算子であり，ηについての微分は含まれない．そのため，
固定されたパラメータ ηの値ごとに定義される断熱固有値問題

[B(η) − βν(η)]Φν(ξ, ϕ; η) = 0 (62)

を考える．固有値 βν(η)と固有関数 Φν(ξ, ϕ; η)はそれぞれ断熱固有値と断熱固有関数と呼ばれ，固
有関数は原点で正則かつ遠方で外向き波という境界条件を満たす．すなわち，

Φν(ξ = 0, ϕ; η) < ∞, Φν(ξ = ∞, ϕ; η) = 0 (63a)

Φν(ξ, ϕ+ 2π; η) = Φν(ξ, ϕ; η) (63b)

また Φν(ξ, ϕ; η)は以下のように正規直交化される．

⟨Φν |Φµ⟩ ≡
∫ ∞

0

∫ 2π

0
Φν(ξ, ϕ; η)Φµ(ξ, ϕ; η)dξdϕ = δνµ (64)
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ここで B(η)に含まれる固有値 Eは複素数であるから，断熱固有関数 Φν(ξ, ϕ; η)も複素数になり，
直交化の際に複素共役を取らないことに注意する．添字 νは異なる断熱固有状態を区別するための
指標であり，断熱チャンネルと呼ばれる．ηの異なる値に対して得られた断熱固有関数 Φν(ξ, ϕ; η)
によってシュレーディンガー方程式 (58)の解を

ψ(ξ, η, ϕ) =
∑

ν

fν(η)Φν(ξ, ϕ; η) (65)

と断熱展開する．これを式 (58)に代入し，Φν と内積を取ることで fν(η)に関する緊密結合方程式[
d
dη
η

d
dη

+ βν(η) + Eη

2
+ Fη2

4

]
fν(η) +

∑
µ

[
Pνµ(2η d

dη
+ 1) + ηQνµ(η)

]
fµ(η) = 0 (66)

が導かれる．ここで

Pνµ =
〈

Φν

∣∣∣∣∂Φµ

∂η

〉
, Qνµ =

〈
Φν

∣∣∣∣∂2Φµ

∂η2

〉
(67)

は非断熱結合項である．

2.3.2 外部領域における漸近形
ポテンシャルについての取り扱いを簡単にするため，カットオフパラメータ ηc を導入し，空間
を η < ηc となる内部領域と η > ηc となる外部領域に分割する．そして外部領域においてポテン
シャルは

V (ξ, η, ϕ)|η>ηc
= −Z

r
, r = ξ + η

2
(68)

のように原子によるクーロンポテンシャルに漸近するものとする．rV (r)|η→ηc = −Z であることか
ら，ポテンシャルは ηに依存しなくなり，Φν(ξ, ϕ; η)が外部領域 η < ηcでは ηに依存しなくなるこ
とが分かる．そこで外部領域における B(η)を

B = B(η)|η<ηc
= ∂

∂ξ
ξ
∂

∂ξ
+ 1

4ξ
∂2

∂ϕ2 + Z + Eξ

2
− Fξ2

4
(69)

と書くことにする．したがって，B(η)の固有値，固有関数も η に依存しなくなり，これらの漸近
形を

βν(η)|η<ηc = βν (70)

Φν(ξ, ϕ; η)|η<ηc
= Φν(ξ, ϕ) (71)

または

[B − βν ]Φν(ξ, ϕ) = 0 (72)
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と定義できる．外部領域において，式 (62)は以下のように変数分離を行うことができる．

Φnu(ξ, ϕ) = ϕnξ|m|(ξ)
eimϕ

√
2π

(73)

(74)

ここで ϕnξ|m| と対応する固有値 βnξ|m| は[
∂

∂ξ
ξ
∂

∂ξ
− m2

4ξ
+ Z + Eξ

2
− Fξ2

4
βnξ|m|

]
ϕnξ|m| = 0 (75)

ϕnξ|m||ξ→0 ∝ ξ|m|/2, ϕnξ|m||ξ→∞ = 0 (76)

の解として定義される．また，直交規格化条件は∫ ∞

0
dξϕnξ|m|ϕn′

ξ
|m| = δnξn′

ξ
(77)

であって，複素共役を取らないことに注意する．m = 0,±1,±2, · · · は ϕについての量子数であり，
nξ は，それぞれの |m|に対して ϕnξ|m|(ξ)を分類する量子数である固有方程式 (75)の固有値 βnξ|m|

はmの符号に依存せずにm ̸= 0の場合±mで縮退し，解はこれらの線型結合で表される．つまり，

Φν(ξ, ϕ) =

Φnξ0(ξ, ϕ) m = 0

c|m|λΦnξ|m|(ξ, ϕ) + c∗
|m|λΦnξ−|m|(ξ, ϕ) m ̸= 0

(78)

外部領域 η > ηc では，Φν は ηに依存しないため，非結合項 (67)は消え，式 (66)は[
∂2

∂η2 + 1 −m2

4η2 +
βnξ|m|

η
+ E

η
+ E

2
+ Fη

4

]
η

1
2 fν(η) = 0 (79)

となる．F > 0では，外向き波が式 (79)の解となって，

fν(η)|η→∞ =
√

2fν

F
1
4 η

3
4

exp

[
iF

1
2 η

3
4

3
+ iEη

1
2

F
1
2

]
(80)

となる．

2.3.3 断熱固有値問題の計算手法
さまざまなポテンシャル V (r)に対する (58)を解くために，まず (62)の断熱固有値問題を解くこ
とを考える．軸対象ポテンシャルの場合，軸回りの量子数mは保存し，与えられたmに対して

Φν(ξ, ϕ; η)|ξ→0 ∝ ξ|m|/2 (81)

と表されるため，Φν は一般化ラゲール多項式 L
|m|
n (sξ)で作られる DVR基底で展開することがで

きる [7]．しかし ξ → 0の漸近において (62)は ξ の半整数乗の項があり，このままでは展開するこ
とができない．そのため

x = (sξ)1/2 (82)
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という新しいパラメータを導入して，式 (62)を

()
{
s
∂

∂x
x
∂

∂x
+

( s
x

+ xη
) ∂2

∂ϕ2 − x
[
2(ξ + η)V (ξ, η, ϕ) − 2Eξ + Fξ2 + 4βν(η)

]}
Φν(x, ϕ; η) = 0 (83)

と書き直す．これで x → 0でも ξの整数乗の項しか残らないため，展開できる．
xと ϕについて，2つの独立な基底を用いて

Φν(ξ, ϕ; η) =
∑
i1,i2

aν
i1,i2

(η)π(ξ)
i1

(x)π(ϕ)
i2

(ϕ) (84)

と展開する．π(ξ)
i1

(x)は (63a)の正則性・漸近形を満たすラゲール多項式 Ln(x) = L
(0)
n (x)によって

作られる DVR基底であり，π(ϕ)
i2

(ϕ)は (63b)の周期境界条件を満たすチェビシェフ多項式によって
作られる [8]．これを式 (83)に代入することで固有値問題∑

j1j2

[
sKξ

i1j1
δi2j2 +

(
s

xi1

+ xi1

η

)
δi1j1K

(ϕ)
i2j2

]
aν

j1j2
(η)

+ xi1

[
2(ξi1 + η)V (ξi1 , η, ϕi2) − 2Eξi1 + Fξ2

i1
+ 4βν(η)

]
aν

i1i2
(η) = 0 (85)

を得る．ここで xi, ϕi はそれぞれガウス求積法を用いる際のラゲール多項式・チェビシェフ多項式
の分点であり，ξi = x2

i /sである．また，K(ξ)
ij ,K

(ϕ)
ij はそれぞれ ξ, ϕ方向の運動エネルギーの行列要

素であり

K
(ξ)
ij =

∫
0

∞dπ(ξ)
i (x)
dx

x
dπ(ξ)

j (x)
dx

dx (86)

K
(ϕ)
ij =

∫
0

∞dπ(ϕ)
i (ϕ)
dϕ

dπ(ϕ)
j (ϕ)
dx

dx (87)

と表される．式 (85)は標準的な線形代数演算ルーティンで解くことができる．このようにして，
任意の η に対する固有値 βν(η)と係数 aν

i1i2
(η)を異なる断熱チャンネルごとに得ることができ r．

式 (84)を式 (77)に代入することで，直交規格化条件は
2
s

∑
i1i2

xi1a
ν
i1i2

(η)aµ
i1i2

(η) = δνµ (88)

となることが分かる．これは DVR基底関数の直交規格化条件と同じである．

2.3.4 遅変数離散化法と R-行列伝播法
内部領域 0 ≤ η ≤ ηc における式 (58)について考える．内部領域を N 個のセクターに分割する．

0 = η̄0 < η̄1 < · · · < η̄N = ηc (89)

η̄− ≡ η̄k−1 ≤ η ≤ η̄k ≡ η̄+ である k番目のセクターについて考える．このセクター内における R-行
列は以下のように定義される．[

∂

∂η
η
∂

∂η
− L + B(η) + Ēn

2
+ Fη2

4

]
ψ̄n(ξ, η, ϕ) = 0 (90)
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ここで Lはブロッホ演算子

L = η[δ(η − η̄+) − δ(η − η̄−)] ∂
∂η

(91)

である．式 (90)の解は重み ηの元で直交規格化される．∫ η̄+

η̄−

〈
ψ̄n(ξ, η, ϕ)

∣∣ψ̄m(ξ, η, ϕ)
〉
ηdη = δnm (92)

式 (90)を解くために遅変数離散化法 (Slow Variable Discretization, SVD)[9]を用いる．そのために，
まず新しい変数 yを

η = η(y)()η(±1) = η̄± (93)

と定義する．関数 η(y)は単調である必要があり，その逆関数は対象領域を区間 −1 ≤ y ≤ 1に写像
するようにする．式 (90)の解は SVD展開において以下の形をすると仮定する．

ψ̄n(ξ, η, ϕ) =
∑
iν

cn
iνπ

(n)
i (y)Φν(ξ, ϕ; η) (94)

ただし，π(n)
i はルジャンドル多項式から構築される DVR基底である．これを式 (90)に代入する

と，SVD固有値問題 ∑
jµ

K
(n)
ij Oiν,jµ − η′

i

{
βν(ηi) + Ēηi

2
+ Fη2

i

4

}
cn

iν = 0 (95)

を得る．ここでK
(n)
ij は運動エネルギー行列

K
(n)
ij =

∫ 1

−1

dπ(n)
i (y)
dy

η(y)
η′(y)

dπ(n)
j (y)
dy

dy (96)

であり，Oiν,jµ は異なる分点における断熱基底の重なり積分

Oiν,jµ = ⟨Φν(ξ, ϕ; ηi)|Φµ(ξ, ϕ; ηj)⟩ , (97)

また η′
i = η′(yi)である．式 (65)と式 (94)の違いを見ると，SVD展開では非断熱結合項 (66)や行列

(67)の莫大な計算を行う代わりに，式 (97)の積分のみを行うことになっている．これは DVR展開
における分点を用いれば簡単に計算することができ，あとは代数固有値問題 (95)を解くだけでよ
いという利点が存在する．R-行列固有値 Ēn と固有関数 ψ̄n(ξ, η, ϕ)を 1つのセクターについて得た
のち，式 (94)を式 (92)に代入することで直交規格化条件∑

iν

η′
iηic

n
iνc

m
iν = δnm (98)

を得る．
変数変換を定義する関数 η(y)は，最初のセクターとそれ以外のセクターによって異なる形式を
持つ．軸対称ポテンシャルであれば，与えられた磁気量子数mに対して式 (90)は η → 0において
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ψ̄n(ξ, η, ϕ) ∝ η|m|/2のように振る舞う．η(y) = η̄1(1 + y)/2を代入すれば，このような関数はヤコビ
多項式 P

(0,|m|)
n (y)で構築される DVR基底によって展開することが可能である．しかしながら，一

般的に ψ̄n(ξ, η, ϕ)は η → 0で ηの半整数乗または整数乗の項を含み，断熱固有値問題と同様にこの
ままでは展開できない．そのため最初のセクター 0 ≤ η ≤ η̄1 において，η(y)を以下のように定義
する．

η(y) = η̄1

4
(1 + y)2 (99)

こうすることで y → −1，すなわち η → 0において式 (90)は (1 + y)の整数乗の項しか残らないた
め，ルジャンドル多項式 Pn(y) = P

(0,0)
n (y)におって DVR基底を構築することができる．k ≥ 2の

セクターにおいてはこのような問題は生じないため，

η(y) = 1
2

[(η̄+ + η̄−) + (η̄+ − η̄−)y] (100)

と定義することができる．
式 (62)の解における R行列R(η;E)は，断熱チャンネルに関して以下のように定義される．

⟨Φν(ξ, ϕ; η)|ψ(ξ, η, ϕ)⟩ =
∑

µ

Rνµ(η;E)
〈

Φν(ξ, ϕ; η)
∣∣∣∣∂ψ(ξ, η, ϕ)

∂η

〉
(101)

式 (90)の解を得ることによって，行列 R(η;E)はセクター内を伝播することができる．この伝播
は，以下の方程式によって行われる．

R(η̄±;E) = ±R(±,±) − R(±,∓)
[
R(η̄∓;E) ± R(∓,∓)

]−1
R(∓,±) (102)

ただし，R(±,±) は

R(±,±)
νµ = 2

∑
n

f̄n
ν (η̄±)f̄n

µ (η̄±)
Ēn − E

(103)

で与えられる．ここで

f̄n
ν (η̄±) = η̄

1/2
±

〈
Φν(ξ, ϕ; η̄±)

∣∣ψ̄n(ξ, η̄±), ϕ
〉

= η̄
1/2
±

∑
jµ

cn
jµπ

(n)
j (±1)On

ν,jµ (104)

は表面における R-行列の固有関数の振幅であり

On
ν,jµ = ⟨Φν(ξ, ϕ; η̄±)|Φµ(ξ, ϕ; ηj)⟩ (105)

は表面における重なり行列である．式 (90)を内部領域において各セクターごとに解き，式 (102)を
適用することて，任意の 2つのセクターの境界 η̄k における伝播 R(η;E)を行うことができる．こ
れらの手続きは，任意の与えられたエネルギー E と電場強度 F に対して行うことができる．
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2.3.5 外向き波境界条件
外部領域 η > ηc において，解くべき方程式は式 (62)は式 (79)となり，これはルンゲ・クッタ法
で簡単に解くことができる．しかし，外向き波境界条件を課した場合は，その解は ηの実軸上で急
速に振動し，漸近形にたどりつくまで非常に遅くなるため，精度良く解くことが困難になる．これ
を回避するために，式 (79)を以下の等高線 C 上で解く．

Re
∫ η

ηc

[
1 −m2

4η′2 + βν

η′ + E

2
+ Fη′

4

]
dη′ = 0 → η ∈ C (106)

この等高面は η = ηc から始まり，arg η = π/3となる点まで無限に続く．式 (79)の外向き波の解
は，ηが C に沿って大きくなるに連れ指数関数的に増大していくため，式 (80)はゼロに漸近する．
C 上にある点 η∞ から計算を始め，ηc までルンゲクッタ法を用いて式 (79)を解くことで，外部領
域における外向き波解を得ることができる．このようにして，シーガート状態エネルギーを得るの
に必要な fν(η)を求めることができる．外部領域によって得られる計算結果は，すべての断熱チャ
ンネルに対する比

rν(E) = fν(η)
f ′

ν(η)
|η=ηc

(107)

の集合となる．

2.3.6 接続条件
η → 0で正則な式 (62)の解は

Rνµ(0;E) = 0 (108)

を満たす．一方で，η → ∞で外向き波境界条件を満たす解は

Rνµ(ηc;E) = rν(E)δνµ (109)

となる．ここで rν(E)は式 (107)で与えられる．この 2式は境界条件を与える．式 (108)の条件
から R-行列伝播を行い 1番目から k番目のセクターまで解いて，Rleft(η̄k;E)を得る．また，式
(109)から N番目から k番目のセクターまで解き，Rright(η̄k;E)を得る．式 (62)の解が連続であ
り，η = η̄k における微分が連続であることから

det [Rleft(η̄k;E) − Rright(η̄k;E)] = 0 (110)

という接続条件を得る．この式を満たす E は，シーガート状態エネルギーとなる．この方程式は，
F = 0から十分小さく F を増やして反復的に計算することで解かれる．まず F = 0の場合につい
て，対応する束縛状態に対応する E = E0 を見つける．次に F を増やした場合，(110)の行列式が
0になるような最小の固有値をニュートン法を用いて計算する．このような方法で得られた Eは F

が一般的な複素数の値に対して連続となる．また，F の数値エラーや有限性を除けば，この手続き
で得られる E は F の解析的な関数となる．
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実際に計算を行うにあたっての各パラメータの設定について記す．DVR基底の個数は，xが 60
個，ϕは 5個程度として始めたが，電場と分子軸の角度 β を増やすに連れ収束性の問題が出てきた
ため，β に対して都度変更した．これは実験結果とともに記載する．内部領域における η のセク
ターの個数は 200個であり，カットオフパラメータ ηc も x, ϕのパラメータと同様に，β に対して
都度変更を行った．

2.4 H+
2 のシュレーディンガー方程式

陽子 2つと電子 1つからなる水素分子イオン H+
2 は，分子の中で最も単純な構造を有している．

分子軸を z軸とし，z軸に対して角度 β(deg)から一様な静電場 F = (F sin β, 0, F cosβ)を H+
2 に加

える場合を考える．このときのシュレーディンガー方程式は，{
−1

2
∇ + V (r) − F (x sin β + z cosβ)

}
ψ(r) = Eψ(r) (111)

となる．ここで V (r) は陽子によって作り出されるクーロンポテンシャルである．これを断
熱展開するにあたり，分子軸を電場方向に取り直し，陽子の位置をそれぞれ原点 (0, 0, 0) と
(R sin β, 0, R cosβ)に置き直すことを考える．このような座標変換を行うと，シュレーディンガー
方程式は {

−1
2

∇ + V ′(r) − Fz

}
ψ(r) = Eψ(r) (112)

となる．ただし V ′(r)は計算の都合上ソフトクーロンポテンシャル

V (r) = − 1√
|(r)|2 + ϵ

− 1√
|(r) − ((R sin β, 0, R cosβ))|2 + ϵ

(113)

であり，ϵ = 0.09である．

3 結果

電場と分子軸の角度 β(deg)，核間距離 Rに対して，水素分子イオンの複素エネルギーを電場を
変化させながら求め,エネルギー実部 ϵとイオン化レート Γの電場に対する振る舞いを観察するこ
とにより，角度 β について例外点が存在するかどうかを調べた．なお，R,ϵ,Γはそれぞれ原子単位
系を用いた．
まず β = 0◦，すなわち電場と分子軸が平行な場合について，例外点の探索を行った．これは先行
研究 [4]による結果と比較を行うためである．図 1，2はそれぞれ R = 7.91, 7.923におけるエネル
ギー実部 ϵとイオン化レート Γの電場による変化を表している．R = 7.91では，図 1aで示される
ように，1sσu の ϵは F < 0.053055において，電場が増えるに連れ増加し，2sσg においては減少し
ていく様子が見られた．しかし，F ∼ 0.053055においてエネルギー変化が止まり，それ以降は増加
と減少が反転する様子が見られた．この様子は反発交差と呼ばれ，1sσu と 2sσg 間での電気双極子
モーメントがゼロではないことから，エネルギーの縮退が起こらないことからもこの現象は理解さ
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れる．また，図 1aが表すように，イオン化レート Γにおいてはどちらの準位も増加・減少の反転は
起こらず F ∼ 0.053055において交差する様子が見られる．しかし，図 2a,2bで示される R = 7.923
における変化は R = 7.91の場合と異なり，エネルギー実部 ϵが F ∼ 0.05291において交差し，イオ
ン化レート Γは反発交差することがわかった．例外点が (R0, F0)に存在する場合，R < R0 におい
ては Fに対してエネルギー実部が反発交差，イオン化レートが交差し，R > R0 においてはエネル
ギー実部が交差，イオン化レートが反発交差するという性質がある．そのため β = 0◦ において，
例外点が 7.91 < R < 7.923，0.05291 < F < 0.053055の範囲内に存在すると結論づけた．先行研究
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図 1: β = 0◦，R=7.91における水素分子イオンの複素エネルギーの電場依存性
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図 2: β = 0◦，R=7.923における水素分子イオンの複素エネルギーの電場依存性

次に β = 7◦ について，例外点の探索を行った．図 3，4はそれぞれ R = 7.6, 7.8におけるエネル
ギー実部とイオン化レートの電場による変化を表している．R = 7.6では，図 3a，3bが示すように
F ∼ 0.058においてエネルギー実部が反発交差し，イオン化レートが交差している様子が見られ
た．一方で R = 7.8では，図 4a，4bが示すように F ∼ 0.055においてエネルギー実部が交差し，イ
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オン化レートが反発交差する様子が見られた．これらのことから，電場が分子軸と平行でない場合
においても例外点は存在し，β = 7◦においては例外点は 7.6 < R < 7.8，0.0535 < F < 0.058の範囲
内に存在すると結論づけた．
また β = 15◦, 30◦ においても同様に例外点の探索を行った．図 5，6 はそれぞれ β = 15◦，

R = 7.4, 7.6におけるエネルギー実部とイオン化レートの電場による変化を表している．R = 7.4で
は，図 5a，5bが示すように F ∼ 0.06325においてエネルギー実部が反発交差し，イオン化レート
が交差している様子が見られた．一方で R = 7.8では，図 6a，6bが示すように F ∼ 0.0599におい
てエネルギー実部が交差し，イオン化レートが反発交差する様子が見られた．これらのことから，
β = 15◦ において例外点は 7.4 < R < 7.6，0.0599 < F < 0.06325の範囲内に存在すると判断した．
β = 30◦，R = 6.6, 6.7におけるエネルギー実部とイオン化レートの電場による変化は，それぞれ
図 7，8に表した．これらの図が示すように，R = 6.6では F ∼ 0.0932においてエネルギー実部が
反発交差，イオン化レートが反発交差し，R = 6.7では F ∼ 0.089においてエネルギー実部が交
差，イオン化レートが反発交差していることが見られた．そのため，β = 30◦ において例外点は
6.6 < R < 6.7，0.089 < F < 0.0932の範囲内に存在すると判断した．
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図 3: β = 7◦，R=7.6における水素分子イオンの複素エネルギーの電場依存性
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図 7: β = 30◦，R=6.6における水素分子イオンの複素エネルギーの電場依存性
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図 8: β = 30◦，R=6.7における水素分子イオンの複素エネルギーの電場依存性

図 9は，これまでに得た 0◦ ≤ β ≤ 30◦ の範囲内におけるた例外点の位置を (R,F )平面内で図示
したものである．エラーバーは，その範囲内に例外点が存在することを表している．この図が示す
ように，β が大きくなっていくに従い，例外点の位置は Rが小さく，Fが大きくなる方向へ移動し
ていることが分かった．β ≥ 30◦ においても，この傾向は引き続き見られるものだと考えられる．

図 9: 0◦ ≤ β ≤ 30◦ で見出された例外点の位置

例外点が持つ性質を確認するために，β = 30◦ において，例外点の周りを一周するように電場強
度 F，核間距離 Rを変化させた際の複素エネルギーの変化を調べた．まず，R = 6.6を固定したま
ま，F を 0.089から 0.094まで増やした．次に，F = 0.094を固定し，Rを 6.6から 6.7まで増やし
た．そして R = 6.7を固定したまま F を 0.094から 0.089まで減少させ，最後に F = 0.089を固定
して Rを 6.7から 6.7まで減らした．このような経路で (R,F )を変化させながら，複素エネルギー
を計算すると図 10のようになった．図からわかるように，始点と終点で求まったエネルギー固有
値は異なるものとなっている．これは (R,F )を断熱的に変化させた際に，途中で 2sσg から 1sσuに
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水素分子イオンの状態が変化したと考えられ，例外点のもつ性質が現れたものである．このよう
に，例外点周りで (R,F )を変化させると別の状態に変化するという様子は，π 状態の水素分子イ
オンにおいても確認されている [5]．また，1周することで移った別の準位から，更に同じように
(R,F)を変化させながら複素エネルギーを求めると図 11のように元と同じ準位に戻った．二周す
ることで元の位置に戻るという性質は，複素関数 f(z) =

√
zの分岐点 z = 0と同じものである．
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図 10: β = 30◦ で例外点の周りを一周するように (R,F)を変化させた場合の複素エネルギー
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図 11: β = 30◦ で例外点の周りを二周するように (R,F)を変化させた場合の複素エネルギー

4 まとめ

水素分子イオン H+
2 の σ 状態において，電場と分子軸が平行でない場合においても，角度

β = 30◦ まで例外点が存在することが判明した．例外点 (R0, F0)の位置は，β が増えていくにつれ
R0 は小さく，F0 は大きくなることも判明した．また，β = 30◦ において，例外点の周りを一周す
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るように (R,F )を変化させた場合，始状態と終状態が変化するという例外点の性質を確認するこ
とができた．
本研究では，例外点が存在するであろう 2つの状態それぞれに対して，特定の核間距離に対して
電場を変化させた際のエネルギーを求め，エネルギー実部やイオン化レートの交差・反発交差を確
認することによって例外点を探索してきた．しかし，β = 30◦ で確認した例外点の性質を利用した
探索法を提案する．すなわり，(R,F )をある区間で一周するように変化させた場合，始状態と終状
態が変化するかどうかによって，その区間内に例外点があるか判断する方法である．この手法を用
いた場合，例外点に関与する 2状態の固有複素エネルギーをそれぞれ求める必要がなくなり，代わ
りにどちらか一方の状態のみを計算すればよいことになる．この手法は，同じ原子・分子に対し
て，静電場と分子軸の角度 βのようなパラメータが少しだけ変化した場合に，既に見つかっている
例外点が近傍に存在すると推定できる場合に有用だと考えられる．しかしながら，β が変化した場
合に例外点があまりにも遠い場所に存在する場合においてはそのような推定が成り立たず，本研究
で行ったように 2状態の固有エネルギーをそれぞれ求めなければならない．
β > 30◦ において例外点の存在は保証されていないにも関わらず，その領域内での例外点の探索
は行うことができなかった．例外点の探索が行えなかった理由の一つに，電場と分子軸の角度が増
えていくにつれより多くの準位間でエネルギーが交差することが可能になることが挙げられる．エ
ネルギーが交差する準位が増えるとともにパラメータの変化量をより小さくしていかなければ，注
目する準位の連続的なエネルギー変化が得られず，結果として βが大きくなるに連れ，連続したエ
ネルギー変化を得るためのコストが増大していった．また，放物座標系における ϕ方向のグリッド
の設定にも困難さが存在した．β を増やすに連れ ϕ方向の非対称性が増し，計算において考慮すべ
き磁気量子数 mの数が増大していった．ポテンシャルは ϕの特定の位置において急激に変化する
ため，その変化を表せるだけのグリッドが必要であった．FEDVR[10]を用いるなどの，柔軟なグ
リッド設定を行うことで解決できる．
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